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Einleitung
In einem zweidimensionalen Elektronensystem im senkrechten Magnetfeld steigt die Energie
der Landau-Niveaus [Lan30] zum Probenrand hin an. Diese Landau-Bandverbiegung wird
in der Literatur eingehend behandelt [Hal82, Mac84], da sie den Schlu¨ssel zum Versta¨ndnis
des Quanten-Hall-Effekts [Kli80] darstellt. Wenn die laterale Ausdehnung des betreffenden
Elektronensystems durch elektrostatische Einschra¨nkung oder durch die physische Grenze
der (lithographisch hergestellten) Struktur bestimmt wird, ist das Randpotential nicht scharf
definiert, sondern es steigt auf einer La¨ngenskala an, die deutlich gro¨ßer als die magnetische
La¨nge ist [Chk92]. Abha¨ngig von der Steigung des Leitungsbandverlaufs, der zusa¨tzlich durch
das Sto¨rpotential lokaler Defekte beeinflußt wird, variiert der Abstand der Randkana¨le, die an
der Fermi-Kante entlang von A¨quipotentiallinien laufen. Wa¨hrend diese ra¨umlichen Fluktua-
tionen beispielsweise ohne jeden Einfluß auf den quantisierten Hall-Widerstand sind, stellen
sie ein Hindernis fu¨r impulsaufgelo¨ste Tunnelspektroskopie an Randzusta¨nden dar.
Scharf definierte Potentialstufen ko¨nnen nur mittels Epitaxie hergestellt werden. Bei
GaAs/AlxGa1−xAs-Heterou¨berga¨ngen ist eine Pra¨zision von bis zu einer halben Gitterkon-
stante mo¨glich. Ein prinzipielles Problem besteht allerdings darin, daß das zu modulierende
zweidimensionale Elektronensystem und eine etwaige Barrierenschicht zueinander senkrecht
stehen mu¨ssen. Eine solche Anordnung kann mit einer von Pfeiffer et al. etablierten, spe-
ziellen Wachstumstechnik realisiert werden. Dabei wird eine unidirektionale Heterostruktur
durch einen zweiten Wachstumsschritt auf einer atomar glatten Spaltfla¨che in einer zwei-
ten Richtung erweitert [Pfe90]. Anstatt mit dieser Methode das Randpotential zu definieren,
haben Kang et al. eine 88 A˚ breite AlGaAs-Barriere inmitten eines zweidimensionalen Elek-
tronensystems gesetzt [Kan00a]. Die vorliegende Arbeit basiert auf einer Modifikation dieser
Struktur [Hab06], die anstelle der Modulationsdotierung eine Steuerelektrode zur Induktion
der gekoppelten Elektronensysteme beinhaltet (Abb. 0a).
Im Bereich einer du¨nnen Barriere bildet sich eine komplexe Landau-Bandstruktur aus
(Abb. 0b). Wenn die getrennten Elektronensysteme nur schwach gekoppelt sind, la¨ßt sich
diese na¨herungsweise als U¨berlagerung der spiegelverkehrten Dispersionen beider Systeme
beschreiben. Zur Vermeidung von Entartung existieren an den Kreuzungspunkten Landau-
Bandlu¨cken, die einen maßgeblichen Einfluß auf das magnetfeldabha¨ngige Verhalten des Tun-
nelstroms haben. Der Leitwert der gekoppelten Elektronensysteme nimmt ein Maximum an,
wenn das Fermi-Niveau in eine der Bandlu¨cken eintritt. Diese Eigenschaft bildet die Grundla-
ge fu¨r eine tunnelspektroskopische Untersuchung der Landau-Bandstruktur durch Variation
des Magnetfelds [Kan00a].
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Abb. 0. (a) Schemazeichnung der verwendeten Probenstruktur. Mittels einer positiven
Steuerspannung Ug wird ein zweidimensionales Elektronensystem (gestrichelt) induziert, das
durch eine du¨nne Tunnelbarriere unterbrochen ist. (b) Beispiel einer Landau-Bandstruktur
im Bereich einer niedrigen Barriere (stark gekoppelte Elektronensysteme). Wenn das Fermi-
Niveau von E
(1)
F auf E
(2)
F ansteigt, verschwinden entlang der Barriere (grau unterlegt) vier
Randkana¨le (durch Kreise gekennzeichnet).
Wa¨hrend bei fest eingestellter Elektronendichte eine bestimmte Bandlu¨cke nur fu¨r ein sehr
kleines Intervall der magnetischen Flußdichte mit dem Fermi-Niveau u¨bereinstimmt, besteht
in den Proben dieser Arbeit durch die Kontrolle u¨ber die Elektronendichte die Mo¨glichkeit,
eine Bandlu¨cke bei verschiedenen Magnetfeldern zu spektroskopieren. Anstatt mehrere Pro-
ben mit unterschiedlich dicker Tunnelbarriere zu pra¨parieren, kann so die effektive Form der
Barriere (in Einheiten der magnetischen La¨nge ℓ und der Zyklotron-Energie ℏωc) mit Hilfe des
Magnetfelds variiert werden. Um dabei das Fermi-Niveau im Bereich der zu untersuchenden
Bandlu¨cke zu belassen, wird der Fu¨llfaktor im wesentlichen konstant gehalten. Verschiede-
ne Elektronendichten mit einer einzelnen Probe zu realisieren, hat weiterhin den Vorteil,
daß das Problem von unvermeidbaren Fluktuationen zwischen aufeinanderfolgenden Wachs-
tumsprozessen bei der Auswertung der Messungen keine Rolle spielt. Dieser Punkt ist in
dieser Arbeit von entscheidender Bedeutung, wenn der kleine Effekt der magnetfeldabha¨ngi-
gen Verschiebung der Bandlu¨cken auf der Skala der Zyklotron-Energie untersucht wird oder
wenn Quanteninterferenzen aufgrund von zufa¨llig in der Barriere entstandenen Tunnelzentren
fu¨r verschiedene Elektronendichten betrachtet werden.
Die Auswertung der Experimente gru¨ndet auf Landau-Bandstrukturen, die im theore-
tischen Teil dieser Arbeit berechnet werden. Kapitel 1 diskutiert zuna¨chst die allgemeine
Lo¨sung der Schro¨dinger-Gleichung fu¨r ein Elektron, das sich senkrecht zum Magnetfeld in
einem unidirektionalen, stufenfo¨rmigen Potential bewegt. Eine analytische Lo¨sung des Pro-
blems ist durch die Verwendung von Parabolischen Zylinderfunktionen fu¨r die Darstellung der
Wellenfunktionen mo¨glich. Durch prinzipielle U¨berlegungen und anhand von Beispielsyste-
men werden die relevanten Eigenschaften von Landau-Bandstrukturen sowie der zugeho¨rigen
Elektronenzusta¨nde erarbeitet. Aus dem Eigenwertproblem der Schro¨dinger-Gleichung und
den Stetigkeitsbedingungen an den Heterou¨berga¨ngen der Halbleiterstruktur ergibt sich ein
hochgradig nichtlineares Gleichungssystem, durch das Energiespektrum und Wellenfunktio-
nen bestimmt sind.
EINLEITUNG 3
Kapitel 2 stellt ein numerisches Lo¨sungsverfahren fu¨r dieses Gleichungssystems vor. Es
liefert die exakte Einteilchen-Bandstruktur fu¨r ein System mit bis zu zwei Heterou¨berga¨ngen.
Neben der Beispielanwendung fu¨r einen Quantendraht wird die Landau-Bandstruktur eines
Elektronensystems berechnet, das lateral durch eine Tunnelbarriere unterbrochen ist, wo-
bei die Fa¨lle einer starken bzw. schwachen Kopplung der Teilsysteme behandelt werden. Im
Hinblick auf die experimentellen Mo¨glichkeiten erfolgt eine detaillierte Diskussion der Disper-
sionen von schwach gekoppelten Systemen, die auch mit den Ergebnissen anderer Arbeiten,
deren Modelle Na¨herungen beinhalten, verglichen werden.
Die erste Ha¨lfte des Kapitels 3 stellt den Zusammenhang zwischen der Landau-Band-
struktur und den Leitwertmessungen fu¨r den Tunnelstrom her. Wa¨hrend die grundsa¨tzliche
Struktur der magnetfeldabha¨ngigen Leitwertkurven anhand der Bandstruktur zu verstehen
ist, eignet sich zur Erkla¨rung von Details das alternative Modell von Kim und Fradkin besser
[Kim03a, Kim03b]. Dieses basiert auf der Annahme von Tunnelzentren in der Barriere und
wird in der zweiten Ha¨lfte des Kapitels erla¨utert. Die Tunnelzentren fu¨hren im Sinne des
Aharonov-Bohm-Effekts zur Interferenz der in gegenu¨berliegenden Randkana¨len entgegenge-
setzt propagierenden Elektronen.
Zu Beginn von Kapitel 4 werden das verwendete Probendesign und die sich daraus er-
gebenden Besonderheiten diskutiert. Der Rest des Kapitels widmet sich der eingehenden
Analyse der magnetfeldabha¨ngigen Leitwertkurven. In bezug auf den Aharonov-Bohm-Effekt
an Tunnelzentren, der erstmals von Kang et al. nachgewiesen wurde [Yan05], konzentriert sich
die vorliegende Arbeit auf Aspekte der Phasenkoha¨renz, auf langperiodische und irregula¨re
Anteile in den Leitwertoszillationen sowie die Bestimmung des Abstands der Tunnelzentren
unter Beru¨cksichtigung der Landau-Bandstruktur. Außerdem werden quasiperiodische Oszil-
lationen im Detail diskutiert, die ausschließlich im Bereich kleiner Magnetfelder auftreten. Ne-
ben der Untersuchung kurzperiodischer Oszillationen wird als zweiter experimenteller Schwer-
punkt die Position der Leitwertmaxima in Abha¨ngigkeit der Elektronendichte analysiert. Das
Hauptaugenmerk liegt dabei auf der magnetfeldabha¨ngigen Position der korrespondierenden
Landau-Bandlu¨cken auf der Skala der Zyklotron-Energie.
Kapitel 5 diskutiert ausgewa¨hlte Aspekte der Probenherstellung. Ausfu¨hrlich wird auf
die Reduktion der Dichte an ovalen Defekten beim Wachstum hochbeweglicher Proben einge-
gangen. Im Zentrum des Interesses stehen ferner die reproduzierbare Volumendotierung mit
Silizium, die Erzielung pra¨ziser A¨tzraten fu¨r AlGaAs bei unterschiedlich hoher Prozeßtem-
peratur sowie die Herstellung eines idealen Initialdefekts bei der Methode des U¨berwachsens
von Spaltfla¨chen.
Die erzielten theoretischen und experimentellen Ergebnisse werden am Ende der Arbeit
zusammengefaßt. Im Anhang findet sich die analytische Berechnung der quantenmechani-
schen Erwartungswerte fu¨r Ort und Impuls.
Kapitel 1
Landau-Bandstruktur
Die Bewegung des freien Elektrons senkrecht zu einem Magnetfeld B und im konstanten
elektrostatischen Potential za¨hlt zu den quantenmechanischen Problemen, die analytisch und
ohne Na¨herung lo¨sbar sind. Das Einteilchensystem kann dabei in exakter Weise auf das
mathematische Modell des harmonischen Oszillators zuru¨ckgefu¨hrt werden. Die Zusta¨nde
des zweidimensionalen Elektronensystems (2DES) kondensieren in den vielfach entarteten
Landau-Niveaus: Jedes Niveau der Energie En =
(
n+ 12
)
ℏωc besitzt fu¨r jede Spinart s =
eB/h entartete Zusta¨nde pro Fla¨cheneinheit.
Viele Pha¨nomene, allen voran der Quanten-Hall-Effekt und auch die in dieser Arbeit
durchgefu¨hrte Magnetotunnelspektroskopie an du¨nnen Barrieren, beruhen auf der teilwei-
sen Aufhebung der Entartung der Landau-Niveaus. Bei Anna¨herung an das Randpotential,
welches das Elektronensystem einschließt, oder an eine Potentialerhebung im Inneren der
Struktur nimmt die Energie der Landau-Zusta¨nde quasi-kontinuierlich zu. In der Gegenwart
von Potentialvariationen verbreitern sich die Landau-Niveaus also zu Landau-Ba¨ndern. Die
Lokalisierung der Elektronen im magnetischen Einschlußpotential macht es mo¨glich, die Ener-
giedispersion statt im reziproken Raum auch im Ortsraum aufzutragen, wodurch ein direkter
Vergleich der Dispersion mit dem Leitungsbandverlauf in der Heterostruktur mo¨glich ist. Die
Bandstruktur weist in der Umgebung von Potentialstufen ein oszillatorisches Verhalten auf,
das in der Welligkeit der Eigenfunktionen begru¨ndet ist. Nur Volumenzusta¨nde, also Elektro-
nen, die nicht unter dem Einfluß einer Potentialvariation stehen, ko¨nnen durch die Lo¨sungen
des harmonischen Oszillators beschrieben werden. Bei nicht konstantem Potential ist eine
analytische Lo¨sung der Schro¨dinger-Gleichung hingegen nur unter bestimmten Voraussetzun-
gen mo¨glich.
Zur Einfu¨hrung in die Thematik der Bewegung von Elektronen in gekreuzten elektrischen
und magnetischen Feldern behandelt dieses Kapitel zu Beginn die klassischen Eigenschaften
eines Elektronensystems mit und ohne Magnetfeld. Unter gelegentlichen Ru¨ckgriffen auf das
anschauliche Bild eines semiklassischen Elektrons wird im folgenden die allgemeine quanten-
mechanische Beschreibung eines Quanten-Hall-Systems im Einteilchenbild entwickelt. In der
Systemebene wird dabei das zugrundeliegende, durch den Leitungsbandverlauf bestimmte
Potential in der einen Richtung als konstant und in der anderen als abschnittsweise konstant
vorausgesetzt. Neben der exakten Lo¨sung der Schro¨dinger-Gleichung unter Verwendung der
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Parabolischen Zylinderfunktionen stehen die allgemeinen Eigenschaften des zugeho¨rigen Ei-
genwertspektrums im Mittelpunkt der Ausfu¨hrungen. Die Bestimmung der Eigenzusta¨nde
wird auf ein hochgradig nichtlineares Gleichungssystem zuru¨ckgefu¨hrt, das sich aus den Ste-
tigkeitsbedingungen an den Grenzfla¨chen der Heterostruktur ergibt. Anhand zweier Beispie-
le, na¨mlich der Landau-Bandstruktur in der Umgebung eines unendlich bzw. endlich hohen
Randpotentials, werden wichtige Eigenschaften der dispersiven Landau-Zusta¨nde an Potenti-
alstufen erarbeitet und so die Voraussetzungen fu¨r die eingehende Behandlung einer du¨nnen
Tunnelbarriere im darauffolgenden Kapitel geschaffen.
1.1 Grundlagen
Im ersten Teil dieses Abschnitts werden die grundlegenden Gro¨ßen und Zusammenha¨nge
fu¨r den lateralen Stromtransport in Schichtsystemen dargestellt. Die Gu¨ltigkeit der Dar-
legung beschra¨nkt sich nicht auf zweidimensionale Elektronensysteme, sondern sie umfaßt
auch Schichten mit makroskopischer Dicke. Der zweite Teil des Abschnitts geht kurz auf den
klassischen Hall-Effekt ein, der nicht nur den Ausgangspunkt fu¨r die spa¨ter folgende quan-
tenmechanische Beschreibung bildet, sondern auch eine wichtige Charakterisierungsmethode
fu¨r Halbleiterstrukturen (z. B. Abschnitt 5.2) darstellt.
1.1.1 Elektronentransport in zwei Dimensionen
Im Zentrum der Betrachtung steht eine leitende, ausgedehnte Schicht der Dicke d. Obschon
der elektrische Leiter in alle drei Raumrichtungen gleichermaßen ausgedehnt sein kann, wird
hier nur der Transport in der xy-Ebene behandelt. Da Lochleitung bei den spa¨ter vorge-
stellten Experimenten keine Rolle spielt, beschra¨nkt sich die Darstellung weiterhin auf Elek-
tronen. Wa¨hrend in den beiden Transportrichtungen Homogenita¨t vorausgesetzt wird, kann
die Schicht in z-Richtung heterogen – beispielsweise als U¨bergitter – ausgebildet sein. Die
z-Abha¨ngigkeit der dreidimensionalen Gro¨ßen wird jedoch nicht explizit beru¨cksichtigt. Viel-
mehr erfolgt weiter unten der U¨bergang zu zweidimensionalen Gro¨ßen, die durch Mittelung
u¨ber die z-Koordinate erhalten werden und durch das Symbol ¤ gekennzeichnet sind.
Werden Elektronen im elektrischen Feld E beschleunigt, so stellt sich aufgrund der Streu-
ung an Sto¨rstellen und Phononen eine endliche mittlere Geschwindigkeit, die sog. Driftge-
schwindigkeit vD, ein. Bei ohmschen Leitern oder hinreichend kleinen elektrischen Feldern ist
diese proportional zu E:
j = −envD = enµE = σE. (1.1)
Hierbei bezeichnet n die dreidimensionale Elektronendichte des Leiters und e > 0 ist die
Elementarladung. Die Beweglichkeit µ = vD/E gibt an, wie schnell sich die Elektronen pro
Einheit der Feldsta¨rke durch das System bewegen. Sie stellt somit (bei tiefen Temperaturen)
ein Maß fu¨r die Kristallqualita¨t dar. Die Gro¨ße σ verknu¨pft als spezifischer Leitfa¨higkeits-
tensor die Stromdichte j mit dem elektrischen Feld. Bei einem ohmschen Leiter ist σ von E
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unabha¨ngig. Die Abha¨ngigkeit von der magnetischen Flußdichte B wird in Abschnitt 1.1.2
behandelt. Durch Fallenlassen der z-Koordinate reduziert sich (1.1) auf(
jx
jy
)
=
(
σxx σxy
σyx σyy
)(
Ex
Ey
)
.
In vielen Fa¨llen ist der betrachtete Leiter isotrop, das heißt, die Orientierung des elektrischen
Feldes bezu¨glich der Kristallachsen hat keinen Einfluß auf den Leitfa¨higkeitstensor. Die Ma-
trix σ vermittelt dann nur eine Drehstreckung in der xy-Ebene, wobei der Drehwinkel Θ
und der Streckfaktor σ0 nicht von E abha¨ngen. Der Leitfa¨higkeitstensor kann deshalb auf
eindeutige Weise als
σ = σ0
(
cos Θ − sinΘ
sin Θ cos Θ
)
(1.2)
mit Θ ∈ [0,2π[ und σ0 > 0 geschrieben werden [Fis86]. Die Drehmatrix σˆ := σ/σ0 ist
invertierbar (regula¨r) und insbesondere orthogonal. Es gilt daher σˆ−1 = σˆT, woraus σxx = σyy
(diagonale Leitfa¨higkeit) und σxy = −σyx (transversale Leitfa¨higkeit) folgt. Der spezifische
Widerstandstensor, der durch E = ρ j definiert ist, lautet entsprechend
ρ =
1
σ0
(
cos Θ sinΘ
− sinΘ cos Θ
)
=
1
σ20
(
σxx −σxy
σxy σxx
)
mit
σ20 = σ
2
xx + σ
2
xy,
tan Θ = −σxy/σxx.
(1.3)
Wenn nur der Transport in der xy-Ebene betrachtet wird, ist es zweckma¨ßig, zweidi-
mensionale Gro¨ßen einzufu¨hren. Wa¨hrend beim elektrischen Feld einfach die z-Komponente
weggelassen werden kann, mu¨ssen die Stromdichte und der spezifische Leitfa¨higkeits- bzw.
Widerstandstensor unter Beru¨cksichtigung der Schichtdicke umgerechnet werden:
E¤ :=
(
Ex
Ey
)
; j¤ := d
(
jx
jy
)
; ρ¤ :=
1
d
(
ρxx ρxy
ρyx ρyy
)
.
Das Ohmsche Gesetz bleibt dabei formal unvera¨ndert:
E = ρ j (3D) → E¤ = ρ¤j¤ (2D).
Die Gro¨ße ρ¤ ist fu¨r einen isotropen Leiter ohne a¨ußeres Magnetfeld ein Skalar und wird
als Fla¨chen- oder Schichtwiderstand bezeichnet. Der Widerstand einer rechteckigen Schicht
der La¨nge l und der Breite b betra¨gt R = ρ¤l/b, wenn der Meßstrom u¨ber zwei elektrische
Kontakte eingepra¨gt wird, die sich u¨ber die gesamte Breite der Probe erstrecken. Inbesondere
gilt R = ρ¤ fu¨r ein quadratisches Probenstu¨ck.
Der transversale Widerstand Ryx ist durch den Spannungsabfall Vy an zwei Potentialson-
den gegeben, deren Verbindungslinie senkrecht zur Transportrichtung des Stroms Ix steht.
Bei einem Abstand Ly der beiden Elektroden und einer homogenen Stromdichte j
¤
x gilt unter
der Annahme einer stromlosen Spannungsmessung (j¤y = 0)
Ryx =
Vy
Ix
=
EyLy
j¤xLy
=
Ey
j¤x
=
ρ¤yxj
¤
x + ρ
¤
yyj
¤
y
j¤x
= ρ¤yx. (1.4)
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Der vorteilhafte Umstand, daß die Komponente ρ¤yx des spezifischen Widerstandstensors und
die meßtechnisch zuga¨ngliche Gro¨ße Ryx identisch sind, ist eine Folge der Zweidimensiona-
lita¨t des Systems. Es sei bemerkt, daß im Quanten-Hall-Regime bei verschwindendem ρ¤xx
fu¨r die Gu¨ltigkeit von Ryx = ρ
¤
yx zudem die Voraussetzung des direkten Gegenu¨berliegens
der Potentialsonden wegfa¨llt. Diese Unabha¨ngigkeit von der Probengeometrie begru¨ndet die
große Bedeutung des Quanten-Hall-Effekts in der Metrologie [Kli80, PTB98]. Fu¨r den in
Vierpunktgeometrie gemessenen longitudinalen Widerstand gilt Rxx = ρ
¤
xxLx/Ly, wobei Lx
der Abstand der Potentialsonden und Ly die Breite des Strompfades sind.
Die Fla¨chendichte n¤ der Elektronen ergibt sich durch Integration u¨ber die dreidimensio-
nale Dichte: n¤ =
∫
n(z) dz. Der Hall-Effekt (na¨chster Abschnitt) ermo¨glicht einen direkten
experimentellen Zugang zur Fla¨chendichte. Wenn zudem der Schichtwiderstand1 bekannt ist,
kann die Beweglichkeit (Gl. 1.1)
µ =
σ
en
=
1
enρ
=
1
en¤ρ¤
=
eτm
m∗
=
eLm
ℏkF
, (1.5)
berechnet werden, wobei fu¨r diese Formel ein isotropes Medium vorausgesetzt wird. Die
Kenntnis der Schichtdicke ist zur Bestimmung der Beweglichkeit nicht notwendig. Den
vorletzten Ausdruck in (1.5) erha¨lt man fu¨r eine parabolische Dispersion, wobei τm die
Impulsrelaxations- oder Impulsstreuzeit an der Fermi-Kante [Kop02] und m∗ die effektive
Masse (Abschnitt 1.2.1) sind. Der letzte Ausdruck formuliert die Beweglichkeit in Abha¨ngig-
keit der mittleren freien Wegla¨nge Lm und des Betrags kF des Fermi-Vektors. Es gilt
Lm = vF τm, wobei vF = ℏkF /m
∗ die Fermi-Geschwindigkeit (Gl. 1.28) ist [Dat97].
Abschließend wird die zweidimensionale Zustandsdichte des Schichtsystems betrachtet.
Eine Einschra¨nkung des Elektronensystems in z-Richtung fu¨hrt zur Ausbildung von Sub-
ba¨ndern, die jeweils die Zustandsdichte D(E) aufweisen. In der Effektive-Masse-Na¨herung
(Abschnitt 1.2.1) und ohne externes Magnetfeld existieren m∗/2πℏ2 Zusta¨nde pro Energie-
und Fla¨cheneinheit. Die Beru¨cksichtigung einer etwaigen Spinentartung fu¨hrt zu
D(E) =
m∗
πℏ2
; n¤ =
EF∫
0
D(E) dE =
k2F
2π
; EF ≈ n¤
1011 cm−2
· 0,239 meV
m∗/m0
. (1.6)
Die beiden letzten Gleichungen geben den Zusammenhang zwischen der Fla¨chendichte n¤
und dem Fermi-Vektor kF bzw. dem Fermi-Niveau EF wieder.
1.1.2 Hall-Effekt
Edwin Hall stellte im Jahr 1879 die Hypothese auf, daß die Lorentz-Kraft nicht an einem
Draht selbst, sondern nur an dem von ihm getragenen Strom angreift. Er erwartete folglich,
daß die Ablenkung des Stroms (Elektronen waren noch nicht bekannt) zum Aufbau einer
Potentialdifferenz Vy zwischen den gegenu¨berliegenden Seiten des Leiters fu¨hrt. Nachdem
1Der Schichtwiderstand kann beispielsweise in der van der Pauw-Methode, vgl. Abschnitt 5.2, bestimmt
werden.
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Abb. 1.1. Trajektorien von Elektronen im gekreuzten E- und B-Feld. In beiden Teilbildern
ist die x-Komponente des elektrischen Feldes durch die in dieser Richtung angelegte Span-
nung gegeben. (a) Situation in einem unendlich ausgedehnten Elektronensystem. Das a¨ußere
elektrische Feld ist an der x-Achse ausgerichtet. (b) In einer realen, rechteckigen Probe ak-
kumulieren die Ladungstra¨ger an den zum a¨ußeren elektrischen Feld Ex parallelen Ra¨ndern.
Entsprechend baut sich eine endliche Feldkomponente Ey auf.
ein Versuch mit 250µm dickem Kupferblech fehlgeschlagen war, konnte Hall den nach ihm
benannten Effekt an einer mit Blattgold u¨berzogenen Glasscheibe nachweisen [Hal79].
Zur Bestimmung des spezifischen Widerstandstensors wird im folgenden die Bewegung
eines Elektrons im gekreuzten elektrischen und magnetischen Feld betrachtet. Das elektri-
sche Feld E = (Ex, Ey, 0) liegt in der Schichtebene und das Magnetfeld B = (0, 0, B) steht
senkrecht zu dieser. Die zuvor festgestellte Rotationssymmetrie (Gl. 1.2) des Systems bleibt
durch die Einfu¨hrung des Magnetfelds unbeschadet. Fu¨r die Bestimmung der Elektronenbah-
nen ist es unerheblich, ob E nur durch das a¨ußere Feld (Abb. 1.1a) oder zusa¨tzlich durch eine
etwaige Ladungstrennung (Abb. 1.1b) bestimmt ist. Vorerst wird dissipationsfreier Transport
bzw. eine unendlich große Streuzeit (Gl. 1.5) vorausgesetzt. Im semiklassischen Transport-
modell beschreibt ℏ dk/dt = F die Bewegung eines Kristallelektrons im a¨ußeren Kraftfeld F.
In Effektiver-Massen-Na¨herung (Abschnitt 1.2.1) erha¨lt man mit E(k) = ℏ2k2/2m∗ und
v = ℏ−1∇kE(k) die entsprechende Bewegungsgleichung im Ortsraum:
d2r
dt2
m∗ = −e
(
dr
dt
×B + E
)
.
Die Lo¨sung dieses linearen Differentialgleichungssystems ist durch die Trajektorie
r(t) =
(
x(t)
y(t)
)
=
(
−r sin(ωct) + EyB t
r cos(ωct)− ExB t
)
(1.7)
gegeben. Die Elektronen bewegen sich also auf kreis- (E = 0) oder spiralfo¨rmigen (E 6= 0)
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Bahnen. Die Winkelfrequenz ωc des Umlaufs,
ωc ≡ eB
m∗
; ωc ≈ 1,759 · 1011 s−1 B/1 T
m∗/me
, (1.8)
bezeichnet man als Zyklotronfrequenz,2 welche auch bei der quantenmechanischen Beschrei-
bung eine maßgebliche Gro¨ße darstellt. Der oszillatorischen Bewegung der Elektronen ist
eine lineare Drift u¨berlagert, die bemerkenswerte Eigenschaften aufweist (Abb. 1.1): Trotz
des elektrischen Feldes erfa¨hrt das Elektron im Mittel3 keine Beschleunigung und die Drift-
geschwindigkeit vD = v(t) = (Ey,−Ex,0)/B ist fu¨r alle Elektronen unabha¨ngig von ih-
rer kinetischen Energie gleich. Ferner verla¨uft die Drift genau senkrecht zum elektrischen
Feld. Die mittlere3 kinetische Energie ist folglich eine Erhaltungsgro¨ße: Ekin =
1
2m
∗v2 =
1
2m
∗ω2cr
2 + 12m
∗E2/B2. Der Radius r der Zyklotronbahn ist durch die Tangentialgeschwin-
digkeit vc der Rotationsbewegung gegeben: r = m
∗vc/eB.
Das Elektronensystem aus Abb. 1.1a ist in der xy-Ebene unendlich ausgedehnt, weshalb
keine Akkumulation von Ladungstra¨gern stattfinden kann. So ist das elektrische Feld nur
durch die extern angelegte Spannung bestimmt: E = Eext. Es besteht die paradoxe Situation,
daß sich das System in Richtung des elektrischen Feldes wie ein Isolator verha¨lt, daß also
σxx = 0
(1.3)
= ρxx gilt. Dagegen ist es in y-Richtung als idealer Leiter anzusehen, denn ohne
treibendes Potentialgefa¨lle fließt der Strom jy = σyxEx mit σyx
(1.3)
= ρ−1yx = en/B. Dieses
Ergebnis fu¨r den spezifischen Widerstandstensor ist insofern nicht u¨berraschend, als daß
dissipationsloser Transport angenommen wurde. Ein Widerstandstensor mit verschwindender
longitudinaler Komponente ist allerdings auch fu¨r eine reale Probe mo¨glich, na¨mlich wenn
diese sich im Quanten-Hall-Zustand befindet (vgl. auch [Sto83]).
Bisher wurde nicht beru¨cksichtigt, daß in Proben mit endlichen Ausmaßen die Drift in
y-Richtung eine Ladungstrennung bewirkt (Abb. 1.1b). Die mit der Akkumulation der La-
dungstra¨ger an den Ra¨ndern4 einhergehende Komponente Ey des elektrischen Feldes dreht die
Driftgeschwindigkeit, weshalb nun auch Transport in Richtung des a¨ußeren elektrischen Fel-
des stattfinden kann. Aus der Trajektoriengleichung (1.7) folgt, daß der Driftgeschwindigkeit
vx = −jx/en (Gl. 1.1) ein transversales Feld Ey = vxB entspricht. Da die laterale Kapazita¨t
der Schichtsysteme im allgemeinen sehr gering ist, kann das Hall-Feld Ey den A¨nderungen
des Stroms nahezu instantan folgen.
Fu¨r das elektrische Feld und die Stromdichte bzw. die meßtechnisch zuga¨nglichen Gro¨ßen
der Hall-Spannung und der Stromsta¨rke gelten die Zusammenha¨nge
Ey = − 1
en
Bjx = −AHBjx; Vy = − 1
en¤
BIx. (1.9)
2Wichtige Formeln, die fu¨r die gesamte Arbeit Geltung besitzen, werden mit einem Rahmen hervorgehoben.
3Hier ist eine zeitliche Mittelung gemeint, etwa: f(t) =
ωc
2π
t+pi/ωcR
t−pi/ωc
f(t′) dt′.
4Die hier gewa¨hlte, verku¨rzte Darstellung ist zwar auch in der Literatur u¨blich, siehe z. B. [Ger93]. Es
wird jedoch darauf hingewiesen, daß eine wie in Abb. 1.1b skizzierte, drahtartige Ladungsverteilung nicht zur
Erreichung einer ra¨umlich konstanten Feldkomponente Ey geeignet ist.
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Die materialspezifische Konstante AH wird in der Literatur wahlweise als Hall-Konstante
oder Hall-Koeffizient bezeichnet. Aus der Abha¨ngigkeit des Hall-Widerstands RH = Vy/Ix
vom Magnetfeld, also aus der Steigung der Hall-Geraden, kann die zweidimensionale Elek-
tronendichte des Systems bestimmt werden:
n¤
(1.9)
= − B
eVy/Ix
= − B
eRH
≈ B/1 T−RH/1 kΩ 6,242 · 10
11 cm−2. (1.10)
Der spezifische Widerstandstensor lautet dann wegen RH
(1.4)
= ρ¤yx
ρ¤ =
(
ρxx B/n¤e
−B/n¤e ρxx
)
.
Das resultierende Feld E = (Ex, Ey,0) schließt mit dem extern angelegten Feld Eext =
(Ex,0,0) den sog. Hall-Winkel ΘH ein, fu¨r den tan(ΘH) = Ey/Ex = −µB gilt. Die Strom-
dichte j steht senkrecht auf E und in einem Winkel arctan(1/µB) zu Eext. Die Gro¨ße µB
stellt auch ein wichtiges Kriterium dafu¨r dar, inwieweit Quanteneffekte auftreten ko¨nnen.
Eine Selbstinterferenz der Elektronen ist nur mo¨glich, wenn die Teilchen im Mittel minde-
stens etwa einen vollsta¨ndigen Orbit durchlaufen ko¨nnen, ohne bei einem Streuprozeß eine
zufa¨llige Impuls- oder Phasena¨nderung zu erfahren. Mit der Streuzeit τ lautet die Bedingung
fu¨r Quanteninterferenz also
ωcτ & 2π ⇐⇒ µB & 2π, (1.11)
wobei die A¨quivalenz der beiden Ungleichungen durch die Beziehungen (1.5) und (1.8) gege-
ben ist.
Der Hall-Widerstand RH = −B/en¤ ist nur durch die Elektronendichte und nicht durch
die Transporteigenschaften (Streuzeit, effektive Masse) des Materials bestimmt. Die Reali-
sierung eines Widerstandsnormals [Kli80, PTB98] wird im Regime des Quanten-Hall-Effekts
mo¨glich, wenn in den Bereichen der Hall-Plateaus die Abha¨ngigkeit sowohl von der Elek-
tronendichte als auch vom Magnetfeld außer Kraft gesetzt ist. Aus (1.9) wird klar, weshalb
Halls anfa¨nglicher Versuch mit du¨nnen Metallblechen fehlgeschlagen ist: die zweidimensionale
Elektronendichte war zu hoch. Heute bestehen die besten Hall-Sensoren aus III-V-Halbleitern,
die Strukturen mit geringer Elektronendichte und hoher Beweglichkeit erlauben, wobei letz-
tere den Vorteil einer geringen Aufheizung des Bauteils ermo¨glicht.
1.2 Quantenmechanische Beschreibung
Die erste vollsta¨ndige quantenmechanische Beschreibung freier Elektronen im Magnetfeld
wurde 1930 von L. D. Landau durchgefu¨hrt.5 Die nach ihm benannte Quantisierung bedeu-
tet, daß die (quasi-)kontinuierlichen Zusta¨nde von Elektronen bezu¨glich des Impulses senk-
recht zum Magnetfeld in a¨quidistanten und vielfach entarteten Landau-Niveaus kondensieren.
5Originalarbeit: [Lan30]; Nachdruck in engl. Fassung in [Lan65b] und [Lan65a].
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In diesem und den folgenden Abschnitten erfolgt die quantenmechanische Behandlung eines
im Halbleiterkristall realisierten zweidimensionalen Elektronensystems, dessen Eigenschaf-
ten durch ein senkrechtes Magnetfeld und ein unidirektionales elektrostatisches Potential
bestimmt sind. Letzteres wird spa¨ter auf die allgemeine Form eines abschnittsweise konstan-
ten Potentials und schließlich auf verschiedene zugeho¨rige Spezialfa¨lle eingeschra¨nkt. In der
Umgebung von Potentialvariationen ist die Entartung der Landau-Niveaus aufgehoben, d. h.
letztere sind dispersiv. Durch Lo¨sen der Schro¨dinger-Gleichung fu¨r ein einzelnes Elektron
erha¨lt man die Landau-Bandstruktur, aus der sich zusammen mit den zugeho¨rigen Energie-
eigenfunktionen die wesentlichen physikalischen Eigenschaften eines modulierten Quanten-
Hall-Systems ableiten lassen.
1.2.1 Effektive-Masse-Na¨herung
Halbleiterstrukturen stellen Vielteilchensysteme dar. Die enorme Zahl der Freiheitsgrade
macht es unmo¨glich, die Schro¨dinger-Gleichung fu¨r das Gesamtproblem zu lo¨sen. U¨blicherwei-
se wird stattdessen das System im Sinne einer Hartree-Na¨herung auf ein Einteilchenproblem
reduziert. Die Lo¨sung der Schro¨dinger-Gleichung fu¨r ein Elektron im homogenen und perfek-
ten Kristall ergibt dann die Bandstruktur des jeweiligen Materials. Ist diese Aufgabe schon
schwer zu bewa¨ltigen, so wa¨re es eine außerordentliche Herausforderung, wenn man bei der
Bandstrukturrechnung auch Heterou¨berga¨nge oder ein externes Magnetfeld beru¨cksichtigen
wollte. Um das Problem wesentlich zu vereinfachen, kann jedoch unter bestimmten Vorausset-
zungen die sog. Effektive-Masse-Na¨herung (EMN) [Dav98, Bas96] angewendet werden. Diese
Theorie, deren Gu¨ltigkeit noch Gegenstand aktueller Forschung ist [Har05], wird im folgenden
im Hinblick auf die in dieser Arbeit untersuchten Systeme kurz dargestellt.
Die EMN stellt im Prinzip eine Sto¨rungsrechnung dar. Dabei werden Abweichungen vom
perfekten Kristall, die z.B. durch Dotieratome oder Heterou¨berga¨nge hervorgerufen sind, als
Sto¨rpotential in die Schro¨dinger-Gleichung fu¨r ein Elektron im ungesto¨rten Kristall mitein-
bezogen. Die Energieeigenfunktionen Ψ(r) des gesto¨rten Systems werden durch U¨berlagerung
von Blochfunktionen Φnk(r) des zugrundeliegenden Kristalls dargestellt. Falls es sich bei den
quasifreien Ladungstra¨gern der Struktur nur um Elektronen im Bereich eines Leitungsband-
minimums am Γ-Punkt der Brillouinzone handelt, genu¨gt bei der Aufstellung der Wellen-
funktion die Beru¨cksichtigung von Blochfunktionen in einer kleinen Umgebung von k = 0.
Wenn der Aluminiumanteil in AlxGa1−xAs den Wert x = 0,45 u¨bersteigt, wird die Bandlu¨cke
indirekt [Ada94] und in der EMN sind auch die X-Ta¨ler zu beru¨cksichtigen. Fu¨r die weiter
unten vorgestellten Strukturen ist dies wegen x ≤ 0,34 jedoch nicht notwendig.
Fu¨r die Blochfunktionen gilt am Γ-Punkt na¨herungsweise Φnk(r) ≈ Φn0(r) eikr, weshalb
die Wellenfunktion des gesto¨rten Systems auch als Ψ(r) ≈ Φn0(r)ψ(r) ”entwickelt“ werden
kann [Dav98]. Man bezeichnet ψ(r) als Envelope-Funktion, da sie die Einhu¨llende der auf
einer deutlich kleineren Skala oszillierenden Blochfunktion darstellt. Aus ihr ko¨nnen die phy-
sikalischen Eigenschaften eines mesoskopischen Systems abgeleitet werden. Geht man mit
Ψ(r) in die Schro¨dinger-Gleichung des gesto¨rten Systems ein, so ergibt sich zur Bestimmung
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der Envelope-Funktion die Differentialgleichung[
εLB(−i∇) + V (r)
]
ψ(r) = Eψ(r).
Dabei ist εLB(k) die Dispersion
6 der Leitungsbandelektronen im perfekten Kristall und V (r)
bezeichnet das Sto¨rpotential. Wenn εLB(k) am Γ-Punkt durch eine Parabel gena¨hert wird,
findet man [
− ℏ
2
2m∗
∇2 + V (r)
]
ψ(r) = Eψ(r). (1.12)
Diese Gleichung entspricht gerade der Schro¨dinger-Gleichung eines Elektrons mit der effekti-
ven Masse m∗. Es kann gezeigt werden [Dav98], daß dieses Modell nicht nur fu¨r ein Sto¨rpo-
tential wie dem eines ionisierten Donators gilt, sondern daß es auch eine gute Na¨herung fu¨r
Heterostrukturen darstellt, wenn fu¨r V (r) den ortsabha¨ngigen Verlauf des Leitungsbandver-
satzes VLB(r) widerspiegelt.
Die Gu¨ltigkeit der EMN ist jedoch begrenzt. Da bei der Herleitung von (1.12) voraus-
gesetzt wurde, daß die Envelope-Funktion auf der Skala der Blochfunktion bzw. der Git-
terkonstante nur wenig variiert, betrifft dies v. a. du¨nne Materialschichten. Im Laufe die-
ses Kapitels wird sich jedoch zeigen, daß die Voraussetzungen der EMN unter den experi-
mentellen Bedingungen dieser Arbeit erfu¨llt sind: Der zu den Heterogrenzfla¨chen senkrechte
Anteil der Envelope-Funktion ψ(r) oszilliert mit einer Periodenla¨nge, die in etwa der ma-
gnetischen La¨nge (1.19) entspricht (Abb. 1.6b). Diese u¨bertrifft bei typischen Magnetfel-
dern die Gitterkonstante von AlGaAs (ca. 5,67 A˚) um etwa eine Gro¨ßenordnung. Trotz der
beschra¨nkten Gu¨ltigkeit fu¨r zu schmale Materialschichten gilt, daß Spru¨nge des Leitungs-
bandverlaufs VLB(r), die an scharfen Heterou¨berga¨ngen auftreten, mit der EMN konform
sind [Dav98].
Am Γ-Punkt von GaAs hat die effektive Masse entlang aller Richtungen des reziproken
Raums denselben Wert. Bei Temperaturen von T . 4 K betra¨gt sie [Ada94]
m∗ = (0,067± 0,005)me, (1.13)
wobei me = 9,109 · 10−31 kg die Ruhemasse des freien Elektrons ist. Zum Vergleich hat man
in Al0,3Ga0,7As eine ebenfalls isotrope effektive Masse von m
∗ = 0,084me. Im folgenden
wird allerdings aus Vereinfachungsgru¨nden auf die Verwendung einer ortsabha¨ngigen Masse
verzichtet. Der dadurch entstehende Fehler wird durch die Unsicherheit des Leitungsband-
versatzes VLB an Heterou¨berga¨ngen ohnehin bei weitem u¨bertroffen. Neuere Untersuchungen,
die in [Lan88] zusammengefaßt sind, ergeben fu¨r die energetische Lage der Leitungsbandkante
von AlxGa1−xAs den mittleren Wert
VLB = x · 790 meV, (1.14)
welcher auch den Rechnungen dieser Arbeit zugrunde gelegt wird. Die Schwankungsbreite
aller Literaturwerte ist jedoch betra¨chtlich. Je nach Meßmethode differieren die Werte fu¨r
den Proportionalita¨tsfaktor in (1.14) von 700 bis 1000 meV [Ada94].
6Der Ausdruck εLB(−i∇) ist so zu verstehen, daß εLB(k) als Potenzreihe von k dargestellt und k durch
−i∇ ersetzt wird.
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1.2.2 Schro¨dinger-Gleichung
Im folgenden wird die Schro¨dinger-Gleichung fu¨r ein 2D-Elektron im senkrechten Magnetfeld
und in einem Potential mit unilateraler Variation aufgestellt und so weit wie mo¨glich ver-
einfacht. Im Rahmen der EMN wurde bisher nur die zeitunabha¨ngige Schro¨dinger-Gleichung
betrachtet. Dieser Ansatz ist jedoch ausreichend, da die Experimente unter quasistatischen
Bedingungen durchgefu¨hrt werden: Die A¨nderungen des a¨ußeren magnetischen und elektri-
schen Feldes gehen auf Zeitskalen vonstatten, die viel gro¨ßer sind als die fu¨r das Elektron re-
levanten Zeiten wie etwa die Zyklotronperiode oder die Streuzeit. Die Schro¨dinger-Gleichung
fu¨r die Envelope-Wellenfunktion eines einzelnen Elektrons lautet
H(r)ψ(r) = Eψ(r). (1.15)
Die Wirkung eines a¨ußeren Magnetfelds auf die Bewegung von Elektronen kann im Rahmen
der nichtrelativistischen Quantenmechanik untersucht werden. Erst die magnetische Wechsel-
wirkung von Teilchen untereinander ist ein relativistischer Effekt [Lan74a], der hier zusammen
mit der Coulomb-Wechselwirkung unberu¨cksichtigt bleibt. Es wird weiterhin auf die Einbe-
ziehung der Wechselwirkung des Elektronenspins mit dem Magnetfeld verzichtet, da Spinauf-
spaltung in den Experimenten dieser Arbeit nicht beobachtet wurde (Abschnitt 4.7.1). Mit
dem Vektorpotential A und dem elektrostatischen Potential V (r) ist7
H(r) =
1
2m∗
(p + eA)2 + V (r) (1.16)
der in (1.12) auftretende Hamilton-Operator.8 Das Vektorpotential muß die Beziehung
B = rotA = ∇×A =

∂yAz − ∂zAy
∂zAx − ∂xAz
∂xAy − ∂yAx

erfu¨llen, wobei B das angelegte Magnetfeld bezeichnet. Bei der Quadrierung des Operators
fu¨r den Teilchenimpuls p + eA in (1.16) ist zu beachten, daß der generalisierte Impuls p =
−iℏ∇ und das Vektorpotential A nur dann vertauschen, wenn letzteres die Coulomb-Eichung
divA = 0 erfu¨llt [Nol93, Lan74a].
Bei gegebenem Magnetfeld ist das Vektorpotential nicht eindeutig, sondern nur bis auf
den Gradienten einer beliebigen skalaren Funktion f bestimmt. Die Schro¨dinger-Gleichung
ist also unter folgender synchroner Transformation von Vektorpotential und Wellenfunktion
invariant:
A→ A +∇f(x, y, z) und ψ → ψ exp
{
−i e
ℏ
f(x, y, z)
}
.
Da nur die Phase der Wellenfunktion vera¨ndert wird, bleibt die Aufenthaltswahrscheinlich-
keit |ψ|2 von der Eichtransformation unberu¨hrt. Insbesondere gilt, daß sich die Wahlfreiheit
7Es wird nochmals darauf hingewiesen, daß hier e > 0 gilt. Artikel in Fachzeitschriften weisen zuweilen
Ungenauigkeiten bzw. Unstimmigkeiten bzgl. des Vorzeichens auf, was evtl. darauf zuru¨ckzufu¨hren ist, daß in
[Lan73] und insbesondere [Lan74a] das Symbol
”
e“ fu¨r die Ladung eines
”
Teilchens“ verwendet wird.
8Vergleiche Anhang B zur Herleitung des Hamilton-Operators im Magnetfeld.
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bezu¨glich des Vektorpotentials auf keine physikalische Observable auswirkt [Coh77, Lan74a].
Die Entscheidung fu¨r eine bestimmte Eichung ha¨ngt von der Problemstellung ab. Auch wenn
die Eichtransformation auf die Eigenfunktionen des Operators (1.16) keinen physikalischen
Einfluß hat, so bestimmt sie doch auf wesentliche Weise den Lo¨sungsweg fu¨r das Eigenwert-
problem. Die Darstellung des Eigenwertspektrums und der zugeho¨rigen Wellenfunktionen ist
wiederum entscheidend fu¨r die Anwendbarkeit der quantenmechanischen Rechnung bei der
Interpretation von experimentellen Ergebnissen.
Das Magnetfeld habe weiterhin die Orientierung B = (0, 0, B). Bei homogenem Magnet-
feld ist A = 12B× r immer eine gu¨ltige Wahl fu¨r das Vektorpotential [Lan73]. Diese Eichung,
in unserem Fall A = 12(−yB, xB, 0), ist besonders geeignet, wenn rotationssymmetrische
Eigenfunktionen bei der Modellbildung hilfreich sind [Hal82, Pra90, Eza00]. Ein solches Ba-
sissystem kommt den Orbitbahnen einer semiklassischen Beschreibung am na¨chsten und es
erleichtert die Betrachtung von wechselwirkenden Elektronen oder eines scheibenfo¨rmigen
Elektronensystems. Hier ist es jedoch zweckma¨ßiger, die Landau-Eichung
A = (0, xB,0) (1.17)
vorzunehmen.9 Diese Eichung fu¨hrt zu asymmetrischen Eigenfunktionen, die in einer Rich-
tung ebene Wellen und in der anderen lokalisierte Zusta¨nde darstellen. Solche Wellenfunk-
tionen sind dann von Vorteil, wenn ein in x-Richtung stu¨ckweise konstantes Potential vor-
gegeben (siehe weiter unten) und deshalb Elektronen zu beschreiben sind, die parallel zu
etwaigen Potentialstufen propagieren und senkrecht zu diesen lokalisiert sind. Der Hamilton-
Operator (1.16) lautet mit (1.17)
H(r) =
1
2m∗
[
p2x + (py + exB)
2 + p2z
]
+ V (r)
=
ℏ
2
2m∗
[
− ∂
2
∂x2
+
(
1
i
∂
∂y
+
x
ℓ2
)2
− ∂
2
∂z2
]
+ V (r). (1.18)
Die Magnetfeld-Abha¨ngigkeit des zweiten Ausdrucks ist vollsta¨ndig in der magnetischen
La¨nge
ℓ ≡
√
ℏ
eB
; ℓ ≈ 25,66 nm
√
1 T
B
(1.19)
enthalten. Diese Gro¨ße ist unabha¨ngig von Materialeigenschaften und eignet sich als La¨ngen-
einheit, bezu¨glich derer die Ausdehnung von Landau-Zusta¨nden nur schwach mit dem Ma-
gnetfeld skaliert. Bei den fu¨r Transportmessungen typischerweise angelegten Feldern nimmt
ℓ Werte von 5 bis 50 nm an. Die magnetische La¨nge ist deshalb eine gute Vergleichsgro¨ße
fu¨r strukturspezifische La¨ngenmaße wie z. B. der Breite einer Tunnelbarriere. Weiterhin sei
bemerkt, daß durch die Ersetzung von B durch ℓ die Gleichungen im Internationalen Einhei-
tensystem und im Gaußschen CGS-System formal identisch werden.10
9Alternative: A = (−yB,0,0).
10Diese Arbeit folgt mit kleinen Ausnahmen wie etwa der Verwendung von A˚ngstro¨m (10 A˚ = 1 nm) als
La¨ngeneinheit dem Internationalen Einheitensystem (Syste`me International d’Unite´s, SI).
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Das Potential V (r) ist sowohl durch den Bandkantenverlauf der Struktur als auch durch
das Feld einer etwaigen Steuerelektrode bestimmt. Letztere dient in den in Kapitel 4 na¨her
beschriebenen Proben dazu, das Elektronensystem in der z-Richtung zu induzieren. Aufgrund
der Symmetrie der Strukturen kann in guter Na¨herung angenommen werden, daß das Poten-
tial V (r) seine Form entlang der z-Richtung bei Translation in der xy-Ebene nicht a¨ndert. Es
gilt also V = Vxy + Vz, weshalb der Hamilton-Operator (1.18) als H = Hxy +Hz geschrieben
werden kann und die Abseparierung der z-Koordinate mo¨glich wird: ψ(r) = ψ(x, y)ζ(z). Der
verbleibende Hamilton-Operator, der die Bewegung in der Ebene senkrecht zum Magnetfeld
beschreibt, lautet dann
H(x, y) =
ℏ
2
2m∗
[(
1
i
∂
∂y
+
x
ℓ2
)2
− ∂
2
∂x2
]
+ V (x, y). (1.20)
Im Falle eines in z-Richtung homogenen und ausgedehnten Elektronensystems (Vz = const.)
stellen die Zusta¨nde in Richtung des Magnetfelds ebene Wellen mit ζ(z) ∝ eikzz dar. In den
Feldeffekttransistor-Strukturen dieser Arbeit liegt jedoch ein na¨herungsweise dreiecksfo¨rmiges
Einschlußpotential Vz vor, das zu lokalisierten Zusta¨nden fu¨hrt und deren Energie zu den
Landau-Niveaus bzw. -Ba¨ndern der xy-Ebene hinzuzuaddieren ist.
In den weiter unten diskutierten CEO-Strukturen11 ist das zweidimensionale Elektronen-
system nur entlang der x-Richtung moduliert. Entsprechend kann neben der z- auch die
y-Abha¨ngigkeit des Potentials fallengelassen werden. Ein geeigneter Ansatz fu¨r die Wellen-
funktion lautet dann12
ψnk(x, y) =
1√
Ly
eikyϕnk(x). (1.21)
Als Vorgriff auf die Eigenwertbestimmung wird dabei schon eine Notation mit Band- und
Impulsindex verwendet. Die Landau-Ba¨nder tragen beginnend mit n = 0 einen ganzzahligen
Index. Die einzelnen Zusta¨nde eines Bandes werden nach der sog. Kreiswellenzahl k unter-
schieden, auf deren Eigenschaften Abschnitt 1.2.3 na¨her eingeht. Gema¨ß ihrer Definition stellt
die Wellenfunktion ψnk(x, y) in y-Richtung eine ebene Welle mit dem Kristallimpuls ℏk dar.
Wa¨hrend der Zustand ψnk also in der einen Richtung unendlich ausgedehnt ist, beschreibt
ϕnk senkrecht dazu einen im magnetischen Einschlußpotential gebundenen Zustand. Wenn
mit dem Ansatz (1.21) in (1.15) eingegangen wird, erha¨lt man schließlich die Schro¨dinger-
Gleichung {
ℏ
2
2m∗
[(
k +
x
ℓ2
)2
− d
2
dx2
]
+ V (x)
}
ϕnk(x) = Enkϕnk(x). (1.22)
Durch Abseparierung der y-Koordinate ist die partielle Differentialgleichung (1.15) mit dem
Hamilton-Operator (1.18) auf eine gewo¨hnliche Differentialgleichung reduziert worden.
11Durch U¨berwachsen von Spaltfla¨chen (engl. cleaved-edge overgrowth, CEO) hergestellte Proben, siehe
Abschnitt 4.1.
12Der Faktor 1/
p
Ly dient zur Normierung der Wellenfunktion in y-Richtung. Entsprechende Randbedin-
gungen werden in Abschnitt 1.2.3 eingefu¨hrt.
1.2. QUANTENMECHANISCHE BESCHREIBUNG 17
Um Gleichung (1.22) in eine Form zu bringen, fu¨r die in der Literatur zu ho¨heren transzen-
denten Funktionen eine Lo¨sung existiert, werden nun mit εnk und v dimensionslose Variable
fu¨r den Energieeigenwert bzw. das Potential definiert:
Enk =
(
εnk +
1
2
)
ℏωc und V (x) = v(x) ℏωc. (1.23)
Es ist zu beachten, daß diese Variablentransformation keine Verschiebung des Energieur-
sprungs darstellt. Fu¨r die Parabolischen Zylinderfunktionen (Abschnitt 1.3.2) ist es zweck-
ma¨ßiger, εnk anstatt Enk/ℏωc zu verwenden. Die Eigenenergie ist nach wie vor durch Enk
bzw. Enk/ℏωc gegeben, wenngleich im folgenden εnk aus Vereinfachungsgru¨nden ebenfalls als
Eigenenergie bezeichnet wird. Der Eigenwert εnk nimmt im allgemeinen reelle Werte an. Nur
in Bereichen konstanten Potentials13 ergeben sich analog zum harmonischen Oszillator fu¨r
die Eigenenergie ganzzahlige Werte, die zudem mit dem Bandindex identisch sind: εnk = n.
Die Zyklotron-Energie, in deren Einheiten die Energievariablen hier ausgedru¨ckt sind, hat in
GaAs mit der effektiven Masse (1.13) den Wert
ℏωc
(1.8)
=
ℏeB
m∗
≈ 1,73 meV B
1 T
. (1.24)
Mit den Variablen εnk und v wird die Schro¨dinger-Gleichung (1.22) zu{
1
2
[(
kℓ+
x
ℓ
)2
− ℓ2 d
2
dx2
]
+ v(x)
}
ϕnk(x) =
(
εnk +
1
2
)
ϕnk(x). (1.25)
Der erste quadratische Term kann formal vereinfacht werden, indem die dimensionslose Orts-
variable
ξ ≡ x
ℓ
+ kℓ =
x−X
ℓ
(1.26)
eingefu¨hrt wird. Dabei greift der letzte Ausdruck bereits auf die im folgenden Abschnitt
definierte Variable X vor. Fu¨r die zweite Ableitung der Wellenfunktion in (1.25) ist folgende
Variablentransformation zweimal durchzufu¨hren:
dϕ(x)
dx
=
dϕ(x)
dξ
dξ
dx
(1.26)
=
1
ℓ
dϕ
(
x(ξ)
)
dξ
≡ 1
ℓ
dϕ˜(ξ)
dξ
Trotz der Definition ϕ˜(ξ) ≡ ϕ(x(ξ)) wird die Funktion ϕ˜(ξ) im folgenden nicht explizit
verwendet. Es geht immer aus dem Argument – griechischer oder lateinischer Buchstabe –
hervor, ob ϕ˜(ξ) oder ϕ(x) gemeint ist. Entsprechendes gilt fu¨r das Potential v˜(ξ) = v
(
x(ξ)
)
.
Die Schro¨dinger-Gleichung nimmt mit der neuen Ortsvariable die Gestalt
{
d2
dξ2
− ξ2 + 2
[(
εnk − v(ξ)
)
+
1
2
]}
ϕnk(ξ) = 0 (1.27)
an und weicht ab jetzt von der klassischen Form einer Eigenwertgleichung fu¨r den Hamilton-
Operator ab. Die Differentialgleichung – die physikalisch freilich nicht mehr sehr anschaulich
13Auf die erforderliche, minimale Ausdehnung solcher Bereiche wird in Abschnitt 1.4.2 na¨her eingegangen.
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ist – beinhaltet ausschließlich dimensionslose Gro¨ßen und beschreibt alle in dieser Arbeit
behandelten Probleme. Jede k-Abha¨ngigkeit ist ausschließlich im Potential v(ξ) enthalten.
Wenn dieses ra¨umlich konstant ist, verschwindet die k-Abha¨ngigkeit und die Zusta¨nde eines
Landau-Bandes sind vollsta¨ndig entartet.
1.2.3 Elektronenimpuls, Kreiswellenzahl und Leitzentrum
Der Parameter k erfu¨llt in der Wellenfunktion ψnk ∝ eikyϕnk(x) (Gl. 1.21) die Funktion der
Komponente eines k-Vektors. Die skalare Gro¨ße bezeichnet man pra¨zise als Kreiswellenzahl.
Ha¨ufig wird k jedoch in verku¨rzender Weise auch Impuls genannt. Tatsa¨chlich ist der Teil-
chenimpuls des Elektrons, der in die Newtonsche Bewegungsgleichung eingeht, durch m∗vgr
gegeben, wobei vgr =
1
ℏ
∇kE(k) die Gruppengeschwindigkeit des Elektrons ist. In Anhang B
wird gezeigt, daß die Gruppengeschwindigkeit mit dem Erwartungswert des Geschwindig-
keitsoperators identisch ist. Da das Eigenwertspektrum εnk nur von der y-Komponente des
Wellenvektors k abha¨ngt, liegt vgr parallel zur y-Achse. Multiplikation mit der effektiven
Masse ergibt den Elektronenimpuls (Gl. B.8 und B.9)
m∗vy =
m∗
ℏ
∂Enk
∂k
= −ℏ∂εnX
∂X
=
ℏ
ℓ
〈ξ〉. (1.28)
Dieses Ergebnis entspricht dem Resultat der semiklassischen Betrachtung in Abschnitt 1.1.2:
Ein in x-Richtung variierendes Potential bewirkt in der Gegenwart eines Magnetfeldes in
z-Richtung eine konstante Drift des Elektrons parallel zur y-Achse (Abb. 1.1a). Bei konstan-
tem Potential bzw. einer flachen Dispersion verschwindet der Impuls in y-Richtung und das
Elektron ist vollsta¨ndig lokalisiert.
Auf der linken Seite der Schro¨dinger-Gleichung (1.25) resultiert der Term mit d2/dx2 aus
dem quadrierten Impulsoperator −iℏ∇. Die u¨brigen Terme,
vΣ(x) =
1
2
(x
ℓ
+ kℓ
)2
+ v(x)− 1
2
, (1.29)
spielen im Hamilton-Operator die Rolle eines Potentials. Der quadratische Term ru¨hrt vom
angelegten a¨ußeren Magnetfeld her, weshalb er auch als magnetisches Einschlußpotenti-
al bezeichnet wird. Wenn das elektrostatische Potential v(x) ra¨umlich konstant ist, be-
schreibt vΣ(x) eine Parabel. Das Streben von vΣ(x) gegen Unendlich fu¨r |x| → ∞ ist dafu¨r
verantwortlich, daß in x-Richtung nur gebundene Zusta¨nde existieren. Das Minimum des
magnetischen Einschlußpotentials befindet sich bei
X ≡ −kℓ2, (1.30)
womit das sog. Leitzentrum (engl. guiding centre) definiert wird.
Wird in vΣ(x) die Kreiswellenzahl durch die neu definierte Ortsvariable X ersetzt, so
erha¨lt man fu¨r konstantes Potential v
vΣ(x) =
1
2
(x−X)2
ℓ2
+ v − 1
2
. (1.31)
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Abb. 1.2. Illustration: Potentialverlauf v(x) und Bandstruktur εnk im gleichen Graphen. Das
grau unterlegte Potential ist abschnittsweise konstant. Die Bereiche der Volumenzusta¨nde
sind hellgrau markiert. Die u¨brigen Energieeigenfunktionen haben den Charakter von Rand-
zusta¨nden.
Der Hamilton-Operator ist dann symmetrisch bezu¨glich X und entspricht dem eines harmo-
nischen Oszillators. Der Aufenthaltsschwerpunkt seiner symmetrischen Eigenzusta¨nde, die
durch die Hermiteschen Funktionen (Abb. 1.5) beschrieben werden, fa¨llt mit dem Leitzen-
trum zusammen: 〈ϕ|x|ϕ〉 = X. Aus diesem Grund kann die Dispersion εnk gema¨ß X/ℓ = −kℓ
sowohl im Orts- als auch im Impulsraum betrachtet werden (Abb. 1.2).
Wenn das Potential V (x) Variationen aufweist, so weicht die Variable X im allgemeinen
vom Schwerpunkt der Aufenthaltswahrscheinlichkeit ab. Bei hohen Barrieren tritt der Fall
auf (Abschnitte 1.4 und 1.5), daß X sogar außerhalb des Aufenthaltsbereichs des Elektrons
liegen kann. Deshalb bezeichnet man X meist nicht als Zentrum sondern als Leitzentrum.
Im semiklassischen Bild entspricht dieses dem Rotationsmittelpunkt von Kreisbo¨gen (engl.
skipping orbits), die aneinandergefu¨gt die Trajektorie eines Elektrons ergeben, das fortgesetzt
an einer Potentialstufe, beispielsweise der Probenbegrenzung, reflektiert wird.
Die in Abb. 1.2 im Ortsraum demonstrierte U¨berlagerung einer Dispersion εn(X) mit
der zugrundeliegenden Potentiallandschaft v(x) ist i. allg. anschaulicher als eine Auftragung
von εnk gegen die Kreiswellenzahl und wird deshalb gemeinhin bevorzugt. Die Interpretation
der Koordinate X als Aufenthaltsort des Elektrons hat jedoch ihre Grenzen. Eine Gleichset-
zung gilt streng nur fu¨r sog. Volumenzusta¨nde.14 Das sind die Zusta¨nde von Elektronen, die
soweit von einer Potentialvariation entfernt sind, daß ihre Eigenenergie ausschließlich durch
das magnetische Einschlußpotential bestimmt ist und deshalb nur Werte auf der Landau-
Leiter εnk = v + n annimmt. Der Mindestabstand des Leitzentrums eines Volumenzustandes
zu einer Potentialvariation wird in Abschnitt 1.4.2 bestimmt.
Ein Zustand, der die Voraussetzung fu¨r einen Volumenzustand nicht erfu¨llt, za¨hlt ha¨ufig
zu den sog. Randzusta¨nden. Das sind Energieeigenzusta¨nde, deren Leitzentrum im Bereich ei-
ner Potentialstufe liegt, die auch die Flanke einer Tunnelbarriere sein kann. Das Leitzentrum
14In englischsprachiger Literatur werden diese Zusta¨nde als bulk states bezeichnet. Da der Begriff
”
Volu-
menzustand“ suggeriert, daß die Wellenfunktion des entsprechenden Elektrons in alle drei Raumrichtungen
ausgedehnt sei, wird darauf hingewiesen, daß hiermit in dieser Arbeit immer 2D-Zusta¨nde gemeint sind.
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von Randzusta¨nden fa¨llt i. allg. nicht mit 〈ϕ|x|ϕ〉 zusammen. Fu¨r Zusta¨nde mit εnk < v(X)
ist die Abweichung umso gro¨ßer, je tiefer sich X im Barrierenbereich befindet. Die A¨quivalenz
zwischen Leitzentrum und mittlerem Aufenthaltsort kann auch fast vollsta¨ndig verloren ge-
hen. Dies ist beispielsweise bei Quantendrahtzusta¨nden der Fall, die in den Abschnitten 1.2.4
und 2.5 betrachtet werden. Solche Zusta¨nde entsprechen na¨herungsweise der parabolischen
Dispersion Enk = En + ℏ
2(k − k0)2/2m∗. Dabei ist nur fu¨r k = k0 eine U¨bereinstimmung
zwischen X0 = −k0/ℓ2 und der Position des Quantendrahtes auf der x-Achse gegeben.
Da die Zusta¨nde ψnk(x, y) aufgrund des magnetischen Einschlusses in x-Richtung gebun-
den sind, bedarf die endliche Ausdehnung des Elektronensystems in dieser Richtung keiner
weiteren Beru¨cksichtigung in Form von Randbedingungen. Anders verha¨lt es sich mit der
y-Achse: Der Ansatz (1.21) fu¨r ψnk beschreibt in dieser Richtung eine unendlich ausgedehnte
ebene Welle, und das obwohl das Elektronensystem prinzipiell eine endliche Ausdehnung Ly
aufweist. Die Hermitezita¨t des Impulsoperators py = −iℏ ∂/∂y ist gewa¨hrleistet, wenn die Pe-
riodizita¨tsbedingung ψnk(x,0) = ψnk(x, Ly) erfu¨llt ist [Mes91]. Die Exponentialfunktion e
iky
(Gl. 1.21) genu¨gt dieser Bedingung, wenn k die Werte
k = 2πm/Ly mit m ∈ Z (1.32)
annimmt. Neben dem Bandindex n ist m die zweite Quantenzahl zur Indizierung aller Eigen-
zusta¨nde des Systems. Zur Vereinfachung wird in dieser Arbeit nicht nur m, sondern bisweilen
auch k als Quantenzahl bezeichnet. Da das Zentrum der Wellenfunktion innerhalb der Probe
liegen muß, unterliegen X bzw. k der Einschra¨nkung
0 < X < Lx ⇒ 0 < |k| < Lx/ℓ2. (1.33)
Sowohl die Kreiswellenzahl k als auch die y-Koordinate sind bis auf eine additive Kon-
stante bestimmt. Wa¨hrend es klar ist, daß die Festlegung des Koordinatenursprungs keine
Auswirkung auf eine physikalische Gro¨ße hat, kann dies auch fu¨r k durch Anwendung des
Hamilton-Operators (1.20) auf ψn,k+k0(x, y) leicht nachgewiesen werden. Die Invarianz der
Schro¨dingergleichung gegenu¨ber einer Translation um k0 findet sich in der Beziehung (1.30)
wieder: In der Landau-Eichung (1.17) bewirkt eine additive Kreiswellenzahl k0 eine Verschie-
bung des x-Ursprungs um −k0ℓ2. Der entscheidende Punkt dieser Transformation ist, daß
die Energiedispersion ihre relative Position zum zugrundeliegenden Potential V (x) beibeha¨lt.
Insbesondere ha¨ngt der Teilchenimpuls m∗vy (Gl. 1.28) nicht von k0 ab.
Die erlaubten k-Werte haben gema¨ß (1.32) den Abstand ∆k = 2π/Ly und beschra¨nken
sich wegen (1.33) auf ein Intervall der La¨nge Lx/ℓ
2. Die Gesamtzahl der Zusta¨nde pro Landau-
Band ist folglich
N =
Lx/ℓ
2
∆k
=
LxLy
2πℓ2
.
Der auf den Fla¨cheninhalt bezogene Besetzungszahl s betra¨gt somit fu¨r jedes Landau-Band15
s =
N
LxLy
=
eB
h
=
1
2πℓ2
=
B
Φ0
≈ 2,418 · 1010 cm−2 B
1 T
. (1.34)
15Fu¨r entartete Landau-Niveaus ist zur Bezeichung von s der Begriff Entartungsfaktor u¨blich. Da die
Landau-Ba¨nder i. d.R. dispersiv sind, wird s im folgenden Besetzungszahl genannt, wenngleich die Gro¨ße (1.34)
eigentlich die Dimension einer Dichte besitzt.
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Ein Zustand nimmt also die Fla¨che 2πℓ2 ein. Das Diracsche Flußquantum ist durch Φ0 ≡ h/e
gegeben [Eza00]. Es ist zu beachten, daß die Besetzungszahl s nur eine Spinart beru¨cksich-
tigt. Bei vernachla¨ssigbarer Spinaufspaltung (Abschnitt 4.7.1) kann jedes Landau-Band mit
maximal 2s Elektronen pro Fla¨cheneinheit befu¨llt werden. Das Verha¨ltnis n¤/s zwischen
Elektronendichte und Besetzungszahl,
ν =
n¤h
eB
, (1.35)
wird Fu¨llfaktor genannt [Eza00]. Fu¨r kBT ≪ ℏωc gibt der auf eine ganze Zahl abgerundete
Wert von ν die Anzahl der vollsta¨ndig gefu¨llten Landau-Niveaus wieder. Bei Strukturen, die
außer dem Randpotential der Probenbegrenzung nur eine du¨nne Tunnelbarriere enthalten,
geho¨rt der dominierende Anteil der Elektronen zu den dispersionslosen Volumenzusta¨nden.
Trotz der Bandverbiegung an den Potentialerhebungen ist der Fu¨llfaktor des Systems folg-
lich allein durch das Magnetfeld und die Elektronendichte im Volumenbereich der Struktur
bestimmt.
Der Abstand der Landau-Niveaus betra¨gt in Bereichen konstanten Potentials ℏωc. Na¨he-
rungsweise und im Mittel gilt dies auch fu¨r Zusta¨nde im Einflußbereich einer Potentialerhe-
bung (Abschnitt 1.5.1). Die mittlere Zustandsdichte betra¨gt also
D ≃ 2s
ℏωc
(1.24)
=
m∗
πℏ2
. (1.36)
Dieser Wert ist identisch mit der Zustandsdichte (1.6) eines zweidimensionalen Elektronen-
systems ohne Magnetfeld.
1.2.4 Kristallimpulserhaltung
Der Wellenvektor k von Kristallelektronen und Lo¨chern ist eine Erhaltungsgro¨ße. Diese Ei-
genschaft besteht fu¨r die y-Komponente k des Wellenvektors fort, wenn in der Gegenwart
eines Magnetfeldes die x-Komponente im Rahmen der Landau-Eichung verschwindet. Die
Kristallimpulserhaltung wird auch in Anhang B anhand des Erwartungswertes (B.8a) des
Operators fu¨r den Teilchenimpuls diskutiert. Aufgrund der Proportionalita¨t (1.30) ist nicht
nur k, sondern auch das Leitzentrum X eine Erhaltungsgro¨ße. Im folgenden soll nun die Er-
haltung von ℏk bei Tunnelprozessen in x-Richtung diskutiert werden. Zur Veranschaulichung
dienen konkret zwei parallele Quantendra¨hte im Abstand ∆X, die sich in einem Einschluß-
potential der Form
V (x) =

0 fu¨r − d
2
< x <
d
2
;
0 fu¨r − d
2
< x−∆X < d
2
;
V0 sonst
(1.37)
befinden. Bei geeigneter Wahl der Parameter d, ∆X und V0 besteht eine schwache Kopplung
zwischen beiden Quantendra¨hten. Das Eigenwertspektrum im Magnetfeld kann prinzipiell
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k 0 ki
X0
Abb. 1.3. Illustration in zwei verschiedenen Betrachtungsweisen zum Tunneln eines Elek-
trons von dem linken in den rechten Quantendraht in Gegenwart eines Magnetfeldes. (a) Das
Elektron mit dem Impuls ki befindet sich anfa¨nglich im linken Quantendraht. Wenn das Teil-
chen in den rechten, um ∆X entfernten Quantendraht tunnelt, erha¨lt es einen zusa¨tzlichen,
durch die Lorentz-Kraft vermittelten Impuls ∆kLK in y-Richtung. Ein resonanter Tunnel-
prozeß ist nur mo¨glich, wenn der entsprechende Endzustand auf der Parabel des rechten
Quantendrahtes liegt. (b) Dispersion des Gesamtsystems mit einheitlicher Kreiswellenzahl k.
Resonantes Tunneln geschieht an den Schnittpunkten der beiden Parabeln.
mit dem in Abschnitt 1.3 dargelegten Lo¨sungsansatz bestimmt werden.16 Zur Ero¨rterung
der Impulserhaltung genu¨gt jedoch die Na¨herung einer parabolischen Dispersion und die
Betrachtung des Grundzustandes.17 Das Energiespektrum eines einzelnen Drahtes ist dann
durch
E(k) = E0 +
ℏ
2k2
2m∗
(1.38)
gegeben. Das Tunneln eines Elektrons vom linken (x ≃ 0) in den rechten (x ≃ ∆X) Quanten-
draht wird zuna¨chst im semiklassischen Bild betrachtet. Im Anschluß erfolgt die Diskussion
im Rahmen der bisher erarbeiteten Eigenschaften der Schro¨dinger-Gleichung fu¨r das Gesamt-
system.
Eine semiklassische und separate Betrachtung der schwach gekoppelten Quantendra¨hte
erfordert keine globale Kreiswellenzahl, wie sie im vorherigen Abschnitt eingefu¨hrt wurde. Die
Dispersionen des linken und rechten Drahtes ko¨nnen vielmehr voneinander unabha¨ngige k-
Nullpunkte besitzen. Die beiden parabolischen Ba¨nder (Gl. 1.38) sind in Abb. 1.3a dargestellt.
Dabei werden unterschiedliche effektive Massen angenommen, um das Beispielsystem durch
Vermeidung einer zu hohen Symmetrie etwas zu verallgemeinern. Wenn ein Elektron innerhalb
des Zeitintervalls ∆t in den rechten Quantentopf wechselt, wirkt auf dieses wa¨hrend des
Vorgangs die Lorentz-Kraft F = e∆X∆t B in y-Richtung. Die entsprechende Impulsa¨nderung
berechnet sich mit F = −ℏdk/dt zu ∆kLK = e∆XB/ℏ. Der Tunnelprozeß kann aber nur
stattfinden, wenn das rechte System fu¨r den neuen Impuls kf einen Zustand mit derselben
Energie wie der des Ausgangszustands besitzt. Fu¨r ein Elektron mit dem Ausgangsimpuls ki
16Ein einzelner Quantendraht stellt das inverse, in Abschnitt 2.5 gelo¨ste Problem zu einer Tunnelbarriere
dar. Im Falle von gekoppelten Dra¨hten ist die exakte numerische Bestimmung der Energieeigenwerte aufgrund
der vielen Grenzfla¨chen impraktikabel.
17Siehe (2.8) in Abschnitt 2.5.
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muß also EL(ki) = ER(ki + ∆kLK) bzw.
EL(ki) = ER(ki + e∆XB/ℏ) (1.39)
gelten. Diese semiklassische Betrachtungsweise kann nicht mehr unmittelbar angewendet wer-
den, wenn statt der beiden Quantendra¨hte zwei separate, schwach gekoppelte Elektronensy-
steme vorliegen, die in x-Richtung ausgedehnt sind. In diesem Fall ist es zweckma¨ßiger, das
System wie folgt in seiner Gesamtheit zu betrachten:
Die Dispersion des Gesamtsystems kann, ohne die allgemeine Schro¨dinger-Gleichung
(1.27) zu lo¨sen, na¨herungsweise aus den beiden Teilsystemen gebildet werden. Hierzu ist erfor-
derlich, daß EL(k) und ER(k) wie in Abb. 1.3b dargestellt einen gemeinsamen Bezugspunkt
im k- bzw. Ortsraum haben. Diesbezu¨glich wird von zwei zuna¨chst u¨bereinanderliegenden
Quantendra¨hten ausgegangen, die jeweils eine Dispersion der Form (1.38) aufweisen. Um das
zuvor beschriebene Modellsystem zu erhalten, ist sodann der rechte Quantendraht um die
Wegstrecke ∆X zu verschieben. Aufgrund der unmittelbar aus der Schro¨dinger-Gleichung
abgeleiteten A¨quivalenz (1.30) von Position und Kreiswellenzahl entspricht diese Verschie-
bung einer Transformation ER(k) → ER(k − ∆k) mit ∆k = −∆X/ℓ2. Das Gesamtsystem
in Abb. 1.3b ergibt sich dann durch U¨berlagerung der beiden Teildispersionen. An deren
Schnittpunkte
EL(k) = ER(k + e∆XB/ℏ) (1.40)
ist die Energie- und Kristallimpulserhaltung fu¨r einen Tunnelprozeß gegeben. Mit der Reso-
nanzbedingung (1.40) wird das in der semiklassischen Betrachtung gewonnene Ergebnis (1.39)
reproduziert.
Bisher wurde nicht beru¨cksichtigt, daß an den Kreuzungspunkten von Dispersionen
schwach gekoppelter Teilsysteme kleine Energielu¨cken entstehen, die die Entartung aufhe-
ben. In Abschnitt 1.5.2 werden die Eigenschaften von Zusta¨nden in der Umgebung einer
solchen Energielu¨cke am Beispiel von gekoppelten Rand- und Volumenzusta¨nden untersucht.
1.3 Allgemeine Lo¨sung der Schro¨dinger-Gleichung
Die Schro¨dinger-Gleichung (1.27) beschreibt ein Elektron, das sich in einem Magnetfeld und
einer durch den Bandkantenverlauf gegebenen Potentiallandschaft befindet. Das stu¨ckwei-
se konstante Potential V (x) bewirkt eine Modulation des Elektronensystems in nur einer
Richtung. Ziel dieses Abschnittes ist es, einen allgemeinen Lo¨sungsweg zur Bestimmung der
Energieeigenzusta¨nde zu entwickeln.
1.3.1 Lo¨sungsspektrum
Bisher wurde das Problem eines zweidimensionalen Elektronsystems mit unidirektionaler Mo-
dulation auf die eindimensionale Differentialgleichung (1.27) reduziert. Bereits aus den all-
gemeinen Eigenschaften eindimensionaler Schro¨dinger-Gleichungen [Lan74a, Mes91] ko¨nnen
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grundlegende Merkmale des Eigenwertspektrums des 2D-Systems gewonnen werden. Der
in (1.27) auftretende Hamilton-Operator gehorcht der Proportionalita¨t
H(ξ) ∝ −1
2
d2
dξ2
+
1
2
ξ2 + v(ξ)− 1
2
.
Die Komponente der potentiellen Energie setzt sich aus dem magnetischen Einschlußpoten-
tial 12ξ
2 und dem Bandkantenverlauf v(ξ) zusammen. Es liegt also ein Potentialtopf mit
unendlich hohen Wa¨nden vor, weshalb das Lo¨sungsspektrum ausschließlich aus gebundenen
Eigenzusta¨nden mit diskreten Energiewerten besteht. Die Zusta¨nde werden von Null begin-
nend mit der Quantenzahl n durchnumeriert. Weitere Eigenschaften der Energieeigenzusta¨nde
sind: Die Wellenfunktion ϕnk(ξ), die immer reell gewa¨hlt werden kann, verschwindet im Un-
endlichen und das Integral
∫ |ϕnk(ξ)|2 dξ ist konvergent.
Bei einem eindimensionalen Problem sind alle Energieniveaus des diskreten Spektrums
nicht entartet. Es gilt also εnk 6= εn′k fu¨r alle n, n′ ∈ N mit n 6= n′. In dem zweidimen-
sionalen Elektronensystem ist Entartung nur in bezug auf die Kreiswellenzahl k mo¨glich.
In Bereichen konstanten Potentials (siehe Volumenzusta¨nde in Abb. 1.2) sind Eigenzusta¨nde
gleicher Ordnung n sogar vollsta¨ndig entartet. Fu¨r dispersive Bereiche folgt aus der Nichtent-
artung bezu¨glich n, daß sich die Landau-Ba¨nder weder kreuzen noch beru¨hren du¨rfen. Ein
zentraler Punkt dieser Arbeit ist die Berechnung und Spektroskopie der Energielu¨cken, die
durch Aufhebung der Entartung an den Kreuzungspunkten von Landau-Ba¨ndern gekoppelter
Elektronensysteme entstehen.
Wenn die gebundenen Eigenzusta¨nde eines eindimensionalen Systems nach wachsender
Energie ε0k, ε1k, . . . , εnk, . . . geordnet sind, dann besitzt die n-te Eigenfunktion ϕnk genau
n Knoten (Nulldurchga¨nge). Fu¨r die Zusta¨nde eines bestimmten Landau-Bandes stimmt also
die Knotenzahl mit dem Bandindex u¨berein. Eine weitere Eigenschaft gebundener, eindimen-
sionaler Zusta¨nde ist, daß zwischen zwei Knoten einer Eigenfunktion alle ho¨herenergetischen
Eigenfunktionen mindestens einen Knoten aufweisen [Mes91]. Das bedeutet, daß fu¨r festes k
sich die aufeinanderfolgenden Eigenfunktionen u¨berlappen. Diese Konzentration auf einen
Ort, die eine Folge des magnetischen Einschlusses ist, liegt selbst dann vor, wenn das Leitzen-
trum X stark vom Schwerpunkt der Aufenthaltswahrscheinlichkeit abweicht (vgl. Abb. 1.6b
und 1.9b).
In den CEO-Strukturen dieser Arbeit (Kapitel 4) wird das Potential v(x) durch die Abfol-
ge der undotierten Schichten des ersten Wachstumsschritts bestimmt. Wenn der Aluminium-
gehalt innerhalb der Lagen einer AlxGa1−xAs-Heterostruktur konstant ist, erha¨lt man einen
stufenfo¨rmigen Bandkanten- bzw. Potentialverlauf, der in Abb. 1.2 exemplarisch dargestellt
ist. Dies gilt jedoch nur solange, wie bei der Leitwertmessung genu¨gend kleine Spannungen
(hier typischerweise . 100µV) angelegt werden, so daß die Verkippung der Bandstruktur
vernachla¨ssigt werden kann.18 In guter Na¨herung kann also der Potentialverlauf v(ξ) als ab-
schnittsweise konstant angenommen werden.
18In Abschnitt 2.5 wird das Energiespektrum eines Elektronensystems mit Tunnelbarriere und verha¨lt-
nisma¨ßig großer Vorspannung unter Verwendung einer Na¨herung bestimmt.
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Wegen der Potentialspru¨nge an den Heterogrenzfla¨chen ist auch die Gesamtwellenfunkti-
on ϕnk(ξ) abschnittsweise zu definieren. Fu¨r N Potentialstufen an den Stellen ξ0, ξ1, . . . , ξN−1
lautet die Wellenfunktion
ϕnk(ξ) =

ϕ
(0)
nk (ξ) ξ < ξ0 ;
...
...
ϕ
(i)
nk(ξ) ξi−1 ≤ ξ < ξi ;
...
...
ϕ
(N)
nk (ξ) ξN−1 ≤ ξ .
(1.41)
Die Schro¨dinger-Gleichung (1.27) fu¨r das Gesamtsystem kann nun wie folgt gelo¨st werden:
Zuna¨chst wird ein allgemeiner Ausdruck fu¨r die Teilwellenfunktionen ϕ
(i)
nk(ξ) gesucht (Ab-
schnitte 1.3.2 und 1.3.3). Dabei kann auf die Literatur u¨ber spezielle Funktionen zuru¨ck-
gegriffen werden, in der sich die Schro¨dinger-Gleichung – fu¨r ein konstantes Potential – in
a¨hnlicher Form wiederfindet. Mit einem allgemeinen Ansatz fu¨r die Teilwellenfunktion ϕ
(i)
nk(ξ)
reduziert sich die Bestimmung der Gesamtwellenfunktion ϕnk(ξ) auf das Lo¨sen eines Glei-
chungssystems, das sich aus den Stetigkeitsbedingungen an den Potentialstufen ergibt (Ab-
schnitt 1.3.4). Dieser Weg zur Berechnung der Landau-Bandstruktur hat den Vorteil, daß die
Wellenfunktionen in kompakter und analytischer Form vorliegen und daß sie ebenso wie die
Energieeigenwerte in beliebiger Genauigkeit bestimmbar sind. Die numerische Lo¨sung des in
hohem Maße nichtlinearen Gleichungssystems erfordert allerdings einen Algorithmus, der auf
die jeweilige Grenzfla¨chenkonstellation speziell zugeschnitten sein muß.
Die Teilwellenfunktion ϕ
(i)
nk ist in dem Intervall mit konstantem Potential vi = Vi/ℏωc
durch die Schro¨dinger-Gleichung
{
d2
dξ2
− ξ2 + 2
[(
εnk − vi
)
+
1
2
]}
ϕ
(i)
nk(ξ) = 0; ξi−1 ≤ ξ < ξi. (1.42)
gegeben. Diese Gleichung, die sich unmittelbar aus (1.27) ergibt, entha¨lt keine k-Abha¨ngig-
keit. Die Kreiswellenzahl kommt erst dann zum Tragen, wenn die Stetigkeitsbedingungen, in
die neben den Positionen xi der Potentialstufen eben auch X = −kℓ2 eingeht, ausgewertet
werden. Die Schro¨dinger-Gleichung (1.42) beschreibt ein quasifreies Elektron im Magnetfeld.
Im einfachsten Fall erstreckt sich der Geltungsbereich dieser Gleichung u¨ber die gesamte x-
Achse, so daß die Lo¨sungen die Konvergenzbedingung lim
ξ→±∞
ϕ
(0)
nk (ξ) = 0 erfu¨llen mu¨ssen. Ein
solches System unterscheidet sich formal durch nichts vom Harmonischen Oszillator, und das
Lo¨sungsspektrum besteht demnach aus a¨quidistanten Landau-Niveaus, deren Wellenfunktio-
nen durch die Hermiteschen Funktionen gegeben sind [Lan74a, Kop02]. Diese Funktionen
sind nur ein Spezialfall der allgemeinen Lo¨sung der Differentialgleichung (1.42), und zwar fu¨r
εnk − vi ∈ N.
Wenn es mindestens eine Potentialstufe gibt, so ist der Definitionsbereich der Teilwellen-
funktion ϕ
(i)
nk(ξ) entweder halb- oder beidseitig beschra¨nkt. Jenseits der Definitionsgrenzen
darf ϕ
(i)
nk(ξ) divergieren, weshalb prinzipiell auch divergente Lo¨sungen von (1.42) zuzulassen
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sind. Wie im folgenden Abschnitt zu sehen sein wird, weist die allgemeine Lo¨sung der Dif-
ferentialgleichung (1.42) fu¨r nichtganzzahliges εnk − vi divergentes Verhalten auf. Trotzdem
muß die Gesamtwellenfunktion ϕnk(ξ) wieder konvergent sein (Abschnitt 1.3.3).
1.3.2 Parabolische Zylinderfunktionen
Die Schro¨dinger-Gleichung (1.42) geho¨rt zu der Klasse der gewo¨hnlichen und homogen linea-
ren Differentialgleichung zweiter Ordnung,
y′′(z) +
(
az2 + bz + c
)
y(z) = 0, (1.43)
deren Lo¨sungen als Parabolische Zylinderfunktionen19 oder seltener als Weber-Hermitesche
Funktionen bezeichnet werden. Bei diesen Funktionen, die in vielen Monographien zur mathe-
matischen Physik Erwa¨hnung finden, handelt sich um Vertreter der speziellen bzw. ho¨heren
transzendenten Funktionen. Eine ausfu¨hrliche Besprechung der Parabolischen Zylinderfunk-
tionen findet sich in [Erd53] und [Mag66]. Zentrale Aspekte werden auch in [Whi27] und
[Jef72] behandelt, wa¨hrend [Abr65] und [Spa87] einen Schwerpunkt auf die numerische Be-
stimmung des Funktionswertes legen. Die Entwicklung effizienter Algorithmen ist noch im-
mer Gegenstand aktueller Forschung: In [Tem00], [Tem03], [Gil04] und [Pok05] werden In-
tegraldarstellungen und asymptotische Entwicklungen diskutiert, die insbesondere fu¨r große,
reelle z-Werte eine schnell konvergierende Auswertung der Parabolischen Zylinderfunktionen
ermo¨glichen.
In der Literatur trifft man leicht unterschiedliche Definitionen und Notationen sowohl fu¨r
die Parabolischen Zylinderfunktionen als auch die zugrundeliegende Differentialgleichung an.
Im Hinblick auf die Schro¨dinger-Gleichung (1.42) ist es am gu¨nstigsten, d. h. mit der gering-
sten Schreibarbeit verbunden, wenn als Ausgangspunkt die auf Whittaker20 zuru¨ckgehende
sog. Webersche Gleichung verwendet wird. Diese erha¨lt man aus (1.43) durch quadratische
Erga¨nzung und Variablentransformation:
y′′(z) +
[
ν +
1
2
− 1
4
z2
]
y(z) = 0. (1.44)
Eine in der Literatur ha¨ufig verwendete und in Abb. 1.4 dargestellte Lo¨sung dieser Gleichung
wird mit Dν(z) bezeichnet. Fu¨r diese Funktion existieren nur Integraldarstellungen, und sie
kann – wie auf dem Gebiet der mathematischen Physik nicht unu¨blich – auf verschiedene
Weise durch andere spezielle Funktionen ausgedru¨ckt werden. Eine Mo¨glichkeit ist [Mag66]
Dν(z) = 2
ν/2e−z
2/4
{
Γ(12)
Γ(1−ν2 )
1F1
(
−ν
2
;
1
2
;
z2
2
)
+
z√
2
Γ(−12)
Γ(−ν2 )
1F1
(
1− ν
2
;
3
2
;
z2
2
)}
, (1.45)
wobei Γ die Gammafunktion und 1F1 die konfluente hypergeometrische Funktion (auch
Kummer-Funktion genannt) ist. In Dν(z) wird z als Argument und ν als Ordnung oder
19Engl. parabolic cylinder functions; Gl. 1.43 wird entsprechend parabolic cylinder differential equation ge-
nannt.
20Edmund Taylor Whittaker (1873-1956), britischer Mathematiker und Autor von [Whi27].
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Abb. 1.4. Die Parabolische Zylinderfunktion (1.45) fu¨r verschiedene Grade ν. Beide Teil-
graphen zeigen das Verhalten von Dν(z), wenn sich ν einer ganzen Zahl (hier n = 5) na¨hert
und sich wieder von ihr entfernt.
Grad bezeichnet.21 An der Stelle z = 0 sind der Funktionswert und die erste Ableitung der
Parabolischen Zylinderfunktion durch [Mag66]
Dν(0) =
2
ν
2
√
π
Γ
(
1−ν
2
) und D′ν(0) = −2 1+ν2 √πΓ (−ν2) (1.46)
gegeben. Dν(0) verschwindet genau fu¨r ν = 2n + 1 mit
22 n ∈ N (siehe auch Gl. 1.48); fu¨r
diese Ordnungen weist Γ
(
1−ν
2
)
eine Singularita¨t auf.
Der Lo¨sungsraum einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung hat zwei Dimen-
sionen [Ja¨n90]. Durch Variablentransformation ist leicht zu zeigen, daß mit Dν(z) auch die
drei Funktionen Dν(−z), D−ν−1(−iz) und D−ν−1(iz) Lo¨sungen von (1.44) sind. Die linea-
re Unabha¨ngigkeit zweier Lo¨sungen y1(z) und y2(z) kann mit der Wronski-Determinante
W
[
y1(z); y2(z)
]
getestet werden. Unabha¨ngigkeit ist gegeben, wenn ein z ∈ R mit W 6= 0
existiert. Da die Differentialgleichung (1.44) die erste Ableitung y′(z) nicht entha¨lt, ist nach
der Abelschen Identita¨t [Boy69] die Wronski-Determinante von z unabha¨ngig. Somit genu¨gt
die Betrachtung der Wronski-Determinante an einer beliebigen Stelle. Dies geschieht vorzugs-
21In dieser Arbeit wird
”
Grad“ fu¨r ein reelles ν und
”
Ordnung“ fu¨r ein ganzzahliges n verwendet. Im
letzteren Fall stimmt die Ordnung der Parabolischen Zylinderfunktion mit der Ordnung bzw. dem Index des
Landau-Bandes u¨berein.
22Die Menge der natu¨rlichen Zahlen soll hier die Null enthalten, also N = {0, 1, 2, . . . }.
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Abb. 1.5. Die normierten Hermiteschen
Funktionen Dn(z) ∝ e−z2/4Hn(z/
√
2) (Gl.
1.48) als Lo¨sungen der Differentialgleichung
(1.44) fu¨r n ∈ N:
−y′′(z) + [14z2 − 12] y(z) = n y(z).
Die Wellenfunktion n-ter Ordnung hat n Kno-
ten. Die durchgezogene Linie repra¨sentiert das
harmonische Potential 14z
2 − 12 aus der Diffe-
rentialgleichung. Die unterbrochenen Kurven
schließen Bereiche mit unterschiedlich großer
Aufenthaltswahrscheinlichkeit
∫ +z
−z D
2
n(z
′) dz′
ein.
weise bei z = 0, wo die Werte von Dν und D
′
ν bekannt sind (Gl. 1.46):
W
[
Dν(z);D−ν−1(±iz)
]
= exp
{
∓1
2
πi(ν + 1)
}
6= 0, (1.47a)
W
[
Dν(z);Dν(−z)
]
=
√
2π
Γ(−ν) . (1.47b)
Aus (1.47a) folgt, daß Dν(z) und D−ν−1(iz) bzw. Dν(z) und D−ν−1(−iz) fu¨r jedes ν linear
unabha¨ngig sind und deshalb jeweils ein fundamentales Lo¨sungssystem von (1.44) bilden.
Die in (1.47b) auftretende Gammafunktion Γ(x) ist fu¨r die Argumente x = 0, −1, −2, . . .
nicht definiert. Jedoch ist ihr Reziprokes 1/Γ(x) auf ganz R stetig und weist genau bei
x = 0, −1, −2, . . . Nullstellen auf [Spa87]. Demnach sind Dν(z) und Dν(−z) fu¨r ν /∈ N
linear unabha¨ngig. Fu¨r ganzzahliges ν ≥ 0 sind beide Funktionen dahingegen (bis auf ein
Vorzeichen) identisch (siehe Gl. 1.49).
Trotz der fu¨r ganzzahlige Grade auftretenden Entartung wird {Dν(−z), Dν(z)} in dieser
Arbeit als Basis verwendet.23 Der Vorteil beider Funktionen ist, daß sie fu¨r ν, z ∈ R reelle
Werte annehmen. Dies erleichtert nicht nur die graphische Darstellung der Wellenfunktionen,
sondern auch die Lo¨sung des Gleichungssystems, das sich aus den Stetigkeitsbedingungen
an den Potentialstufen ergibt. Die Einschra¨nkung auf die reellen Zahlen ist mo¨glich, weil
z und ν weiter unten mit den reellen Gro¨ßen der Ortsvariablen ξ bzw. der Energie εnk − vi
identifiziert werden. Der Nachteil der Basis Dν(±z) besteht darin, daß fu¨r ν ∈ N keine eindeu-
tige Linearkombination der Basisfunktionen existiert. Dieser Fall fu¨hrt bei der Bestimmung
des Eigenzustandes zu Scheinlo¨sungen, die bei einem Lo¨sungsverfahren eigens ausgeschlossen
werden mu¨ssen.
In Abb. 1.4 wird veranschaulicht, wie die Kurvenform der Parabolischen Zylinderfunktion
vom Grad ν abha¨ngt. Fu¨r ν ∈ R und z → ∞ strebt Dν(z) immer gegen Null. Dahingegen
konvergiert die Parabolische Zylinderfunktion auf der negativen Halbachse nur fu¨r ν ∈ N. In
diesem Fall la¨ßt sie sich durch die Hermitesche Funktion [Bro96] ausdru¨cken:
Dn(z) = 2
−n/2e−z
2/4Hn(z/
√
2). (1.48)
23In Abschnitt 1.4.3 werden alternative, ebenfalls reelle Basisfunktionen diskutiert.
1.3. ALLGEMEINE LO¨SUNG DER SCHRO¨DINGER-GLEICHUNG 29
Diese Funktion, die in Abb. 1.5 dargestellt ist, besteht aus einem Hermiteschen Polynom n-
ter Ordnung, das von einer Gaußschen Glockenkurve eingehu¨llt wird. Aus der Spiegel- bzw.
Punktsymmetrie der Hermiteschen Polynome folgt fu¨r ganzzahliges n ≥ 0:
Dn(−z) =
 Dn(z) n gerade;−Dn(z) n ungerade. (1.49)
Fu¨r ν /∈ N weist Dν(z) keine Symmetrie bezu¨glich seines Argumentes auf. Bei Variation
von ν zeigen sich in Abb. 1.4 grundlegende Vera¨nderungen der Kurvenform von Dν(z) nur
im Bereich z < 0. Dies betrifft vor allem das divergente Verhalten fu¨r z → −∞. Die Divergenz
wandert fu¨r ν → n ∈ N in Richtung der negativen Achse, bis sie fu¨r ν = n verschwindet.
Der asymptotische Wert Dν(−∞) betra¨gt fu¨r n < ν < n+ 1 mit n = 0, 1, 2, . . . alternierend
−∞, +∞, −∞, . . . [Spa87].
In Analogie zum Verhalten Hermitescher Polynome (Abb. 1.5) erho¨ht sich die Zahl der
Halbschwingungen von Dν(z) um eins, wenn von ν zu ν + 1 u¨bergegangen wird. Fu¨r ν ∈
]n;n+ 1] mit n ∈ N hat Dν(z) genau n + 1 reelle Nullstellen, wa¨hrend fu¨r ν ≤ 0 keine
reellen Nullstellen existieren. So haben alle in dem unteren Teil von Abb. 1.4 dargestellten
Funktionen fu¨nf Nullstellen, wa¨hrend die Kurven mit ν > 5 sechs Knoten besitzen.
Bei der Formulierung der Stetigkeitsbedingungen werden folgende Rekursionsformeln von
Nutzen sein [Erd53]:
Dν+1(z) = zDν(z)− νDν−1(z), (1.50a)
dm
dzm
[
e−z
2/4Dν(z)
]
= (−1)me−z2/4Dν+m(z) m = 1, 2, 3, . . . . (1.50b)
Insbesondere gilt
D′ν(z) =
z
2
Dν(z)−Dν+1(z) (1.51)
fu¨r die erste Ableitung. In quantenmechanischen Erwartungswerten treten Integrale mit qua-
dratischen Formen aus Dν(−z) und Dν(z) auf. Eine allgemeine Methode zur Lo¨sung dieser
Integrale wird in Anhang A vorgestellt.
1.3.3 Teilwellenfunktion
Um die Parabolischen Zylinderfunktionen fu¨r unser Problem nutzen zu ko¨nnen, muß die
Webersche Gleichung (1.44) noch auf die Form der Schro¨dinger-Gleichung (1.42) gebracht
werden, die ein Elektron in einem Abschnitt mit konstantem Potential vi beschreibt. Mit den
Transformationen z → aξ und y → Dν wird (1.44) zu:
2
a2
d2
dξ2
Dν(aξ)− a
2
2
ξ2Dν(aξ) + 2
[
ν +
1
2
]
Dν(aξ) = 0.
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Diese Gleichung ist fu¨r a = ±√2 und ν = εnk − vi mit (1.42) identisch. Folglich ist
Dεnk−vi(±ξ
√
2) ein fundamentales Lo¨sungssystem der Schro¨dinger-Gleichung.24 Die Line-
arkombination
ϕ
(i)
nk(ξ) = γ
(i)
1 Dεnk−vi(−ξ
√
2) + γ
(i)
2 Dεnk−vi(ξ
√
2) (1.52)
stellt dann innerhalb des Intervalls [ξi−1; ξi[ mit dem Potential vi einen allgemeinen Aus-
druck fu¨r die Teilwellenfunktion in (1.41) dar. Eine Vorentscheidung bezu¨glich der Wahl der
Koeffizienten γ
(i)
1 und γ
(i)
2 kann anhand des Divergenzverhaltens der Parabolischen Zylin-
derfunktion getroffen werden. Wenn εnk − vi /∈ N gilt, divergiert Dεnk−vi(−ξ
√
2) im positiv
und Dεnk−vi(ξ
√
2) im negativ Unendlichen (Abb. 1.4). Entsprechend kann jeder Abschnitt
konstanten Potentials einer von drei Kategorien zugeordnet werden:
i) Ohne jede Potentialstufe hat man ein unendlich ausgedehntes Elektronensystem mit
konstantem Potential. Die Energieeigenfunktion ist dann auf der gesamten Zahlengera-
den durch (1.52) gegeben. Damit die Wellenfunktion fu¨r ξ → ±∞ konvergiert, ko¨nnen
nur Energieeigenwerte mit εnk − vi = n ∈ N zugelassen werden. Beide Komponenten
in ϕ
(i)
nk(ξ) sind dann linear abha¨ngig, so daß wegen (1.49) nur ein Koeffizient, na¨mlich
γ
(i)
1 ± γ(i)2 maßgeblich ist.
ii) Wenn mindestens eine Potentialstufe existiert, hat man genau zwei Abschnitte kon-
stanten Potentials, die sich halbseitig ins positiv bzw. negativ Unendliche erstrecken.
Fu¨r den Fall der negativen Halbachse ist in (1.52) γ
(i)
2 = 0 zu setzen. Die verblei-
bende Divergenz von Dεnk−vi(−ξ
√
2) ist unerheblich, weil der Definitionsbereich die-
ser Funktion in positiver Richtung durch die na¨chste Potentialstufe begrenzt ist. Bei
ganzzahligen Energiedifferenzen εnk − vi, fu¨r die auch Dεnk−vi(ξ
√
2) auf der negativen
Halbachse konvergieren wu¨rde, genu¨gt wegen der dann geltenden linearen Abha¨ngigkeit
Dεnk−vi(−ξ
√
2) zur vollsta¨ndigen Repra¨sentation der Wellenfunktion. In Abschnitten
konstanten Potentials, die sich ins positiv Unendliche ausdehnen, ist in analoger Weise
(1.52) mit γ
(i)
1 = 0 die allgemeine Lo¨sung des Eigenwertproblems (1.42).
iii) Wenn das Potential mindestens zwei Unstetigkeiten aufweist, tritt schließlich der Fall
eines Abschnitts mit endlicher Ausdehnung und konstantem Potential auf. In diesem Be-
reich ist (1.52) die allgemeine Lo¨sung der Schro¨dinger-Gleichung (1.42). Um die Anzahl
der relevanten Unbekannten zu reduzieren, wird die Teilwellenfunktion folgendermaßen
umgeformt:
ϕ
(i)
nk(ξ) = γ
(i)
1
[
Dεnk−vi(−ξ
√
2) +
γ
(i)
2
γ
(i)
1
Dεnk−vi(ξ
√
2)
]
γ
(i)
1 6= 0
∝ Dεnk−vi(−ξ
√
2) + β
(i)
nkDεnk−vi(ξ
√
2). (1.53)
Der Proportionalita¨tsfaktor kann bei der Bestimmung des Energieeigenwerts unberu¨ck-
sichtigt bleiben. Erst wenn aus den Teilwellenfunktionen ϕ
(i)
nk(ξ) ein stetiges ϕnk(ξ)
24Ab jetzt wird das Symbol ν nur fu¨r den Fu¨llfaktor verwendet (Ausnahme: Anhang A). Wa¨hrend fu¨r
die Hermiteschen Polynome der Buchstabe n als ganzzahliger Index Konvention ist, wird in mathematischer
Literatur das griechische Pendant ν traditionell fu¨r den reellen (allgemein: komplexwertigen) Grad der Para-
bolischen Zylinderfunktion benutzt.
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gebildet wird, mu¨ssen geeignete Skalierungsfaktoren eingefu¨hrt werden. Der Parameter
β
(i)
nk repra¨sentiert in (1.53) das Mischungsverha¨ltnis der Parabolischen Zylinderfunktio-
nen mit negativem und positivem Argument. Im Gegensatz zu (1.52) kann der Term
mit Dεnk−vi(−ξ
√
2) nicht mehr komplett verschwinden. Dies ist jedoch unproblema-
tisch, weil der Ansatz (1.53) nur fu¨r Abschnitte endlicher Ausdehnung verwendet wird,
wo der Anteil von Dεnk−vi(−ξ
√
2) zwar sehr klein sein kann, aber i. d. R. noch so groß
ist, daß β
(i)
nk ≫ 1 numerisch realisierbar ist. Formal kann die Darstellung (1.53) also
auch fu¨r unendlich (β
(i)
nk = ±1) und halbseitig unendlich (β(i)nk ∈ {0;∞}) ausgedehnte
Abschnitte verwendet werden.
1.3.4 Stetigkeitsbedingungen
Bisher wurde zwar mit (1.41) und (1.52) die allgemeine Lo¨sungsfunktion der Schro¨dinger-
Gleichung (1.27) fu¨r ein abschnittsweise konstantes Potential gefunden, die eigentliche Lo¨sung
des Eigenwertproblems steht jedoch noch immer aus. Der Energieeigenwert εnk und die Mi-
schungsparameter β
(i)
nk sind durch die Forderung einer stetigen Gesamtwellenfunktion festge-
legt. In diesem Abschnitt werden die Stetigkeitsbedingungen fu¨r ein Potential v(ξ) formuliert,
das endliche Spru¨nge (Unstetigkeiten erster Art) aufweist, wa¨hrend es ansonsten konstant ist.
Wir betrachten N Potentialstufen an den Positionen ξ0, ξ1, . . . , ξN−1. Die Situation an einer
unendlich hohen Potentialstufe wird in Abschnitt 1.4 behandelt.
Eine der Grundeigenschaften von Wellenfunktionen ist ihre Stetigkeit im gesamten Raum.
Davon ausgehend kann mit der Schro¨dinger-Gleichung (1.27)
ϕ′′nk(ξ) =
[
ξ2 − 1− 2εnk + 2v(ξ)
]
ϕnk(ξ) (1.54)
auf die Stetigkeit der ersten beiden Ableitungen der Gesamtwellenfunktion (1.41) geschlos-
sen werden. Da ϕnk(ξ) in jedem Punkt stetig ist, weist ϕ
′′
nk(ξ) an denselben Stellen wie v(ξ)
endliche Spru¨nge auf. Aus der Stetigkeit des Integrals u¨ber v(ξ) folgt dann, daß auch ϕ′nk(ξ)
u¨berall stetig ist. Dahingegen weist in der Effektive-Masse-Na¨herung (Abschnitt 1.2.1) die
erste Ableitung der Envelope-Funktion am U¨bergang zwischen Materialien mit unterschiedli-
cher effektiver Masse eine Unstetigkeit auf, die in der Massenerhaltung begru¨ndet ist [Dav98].
Da in dieser Arbeit jedoch mit einheitlicher effektiver Masse (Gl. 1.13) gerechnet wird (siehe
Seite 13), kann im weiteren Verlauf eine stetige erste Ableitung der Wellenfunktion voraus-
gesetzt werden.
Bei der Bestimmung der Mischungsparameter β
(i)
nk und des Energieeigenwerts εnk ist an
den Potentialstufen also zu fordern, daß die Teilwellenfunktionen ϕ
(i)
nk(ξ) und ϕ
(i+1)
nk (ξ) sowie
ihre ersten Ableitungen stetig ineinander u¨bergehen. Bei N Unstetigkeiten des Potentials
ergibt das ein System von 2N Gleichungen. Von den N+1 Abschnitten konstanten Potentials
sind N−1 von endlicher Ausdehnung, weshalb N−1 Mischungsparameter β(i)nk zu bestimmen
sind. Zusammen mit εnk ergibt das N Unbekannte. Die N + 1 Teilwellenfunktionen (1.53)
haben je eine Proportionalita¨tskonstante, wobei auf genau einen Vorfaktor verzichtet werden
kann, da die Gesamtwellenfunktion nur bis auf eine multiplikative Konstante bestimmt ist.
Insgesamt hat man also 2N Unbekannte, denen ebenso viele Gleichungen gegenu¨berstehen.
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Zuna¨chst wird folgendes Gleichungssystem aufgestellt, indem die aus (1.53) stammenden
Proportionalita¨tsfaktoren auf eine Seite gebracht und mit Ci bezeichnet werden:
Ci ϕ
(i)
nk(ξi) = ϕ
(i+1)
nk (ξi), (1.55a)
Ci ϕ
(i)′
nk (ξi) = ϕ
(i+1)′
nk (ξi)
i = 0, 1, . . . , N − 1.
(1.55b)
Wenn der Satz
{
β
(1)
nk , β
(2)
nk , . . . , β
(N−1)
nk , εnk
}
bekannt ist, handelt es sich um eine triviale
Aufgabe, die Faktoren Ci gema¨ß (1.55a) sukzessive so festzulegen, daß sich eine stetige Ge-
samtwellenfunktion (1.41) ergibt. Die sehr aufwendige numerische Auflo¨sung des Gleichungs-
systems nach εnk und β
(i)
nk wu¨rde erleichtert werden, wenn nicht noch gleichzeitig die Unbe-
kannten Ci zu bestimmen wa¨ren. Tatsa¨chlich ist es mo¨glich, das Problem in zwei separate
Blo¨cke a` N Unbekannte aufzuteilen. Die Vorfaktoren Ci verschwinden aus der Ha¨lfte aller
Gleichungen, wenn (1.55b) durch (1.55b)
/
(1.55a) ersetzt wird:25
Ci ϕ
(i)
nk(ξi) = ϕ
(i+1)
nk (ξi), (1.56a)
ϕ
(i)′
nk (ξi)
ϕ
(i)
nk(ξi)
=
ϕ
(i+1)′
nk (ξi)
ϕ
(i+1)
nk (ξi)
i = 0, 1, . . . , N − 1.
(1.56b)
Die Gleichungen (1.56b) ko¨nnen nun ohne Kenntnis der Variablen Ci gelo¨st werden. Wegen
der Identita¨t f ′/f = log′(f) bedeutet dies, daß es zur Lo¨sung des Eigenwertproblems genu¨gt,
nur den stetigen U¨bergang der logarithmischen Ableitung der Wellenfunktion zu fordern.
Man erkennt bereits an den elementaren Eigenschaften der Parabolischen Zylinderfunktionen
(Abschnitt 1.3.2), daß es sich um ein im hohen Maße nichtlineares Problem handelt. Wa¨hrend
dieses fu¨r ein System mit einem einzigen Heterou¨bergang (Abschnitte 1.4 und 1.5) noch
leicht zu lo¨sen ist, erfordert bereits ein Potential mit zwei endlichen Stufen ein spezielles,
rechenintensives Lo¨sungsverfahren (Abschnitt 2.2).
1.3.5 Gleichungssystem
Als Vorbereitung auf die numerische Auswertung des Gleichungssystems (1.56b) wird die-
ses weiter umgeformt, wobei speziell die Auswirkungen auf die Lo¨sungen zu beru¨cksichtigen
sind. Zuna¨chst muß jedoch gekla¨rt werden, ob bereits bei der Transformation (1.55) → (1.56)
gu¨ltige Lo¨sungen
”
verloren“ gingen, weil bei ξi verschwindende Teilwellenfunktionen in den
Nenner gelangten. Wenn es eine gu¨ltige Lo¨sung der Schro¨dinger-Gleichung mit ϕ
(i)
nk(ξi) = 0
gibt, dann verschwindet wegen (1.56a) auch die benachbarte Teilwellenfunktion ϕ
(i+1)
nk (ξi).
Aus der Differentialgleichung (1.54) folgt deshalb ϕ
(i)′′
nk (ξi) = ϕ
(i+1)′′
nk (ξi) = 0. Insbesondere
ist die zweite Ableitung der Gesamtwellenfunktion an der Stelle ξi stetig. Diese Ausnahme
von der zu Beginn des Abschnitts 1.3.4 aufgestellten Regel, daß ϕ′′nk an einer Potentialstufe
eine Unstetigkeit aufweist, ist mo¨glich, weil in (1.54) ein Sprung von v(ξ) wegen ϕnk(ξi) = 0
keinen Einfluß auf ϕ′′nk(ξi) hat. Zusammenfassend la¨ßt sich festhalten, daß es prinzipiell Ei-
genzusta¨nde geben kann, die an einer Potentialstufe einen Knoten besitzen. Da die Stetig-
25Der Fall ϕ
(i)
nk(ξi) = 0 wird in Abschnitt 1.3.5 ausfu¨hrlich besprochen.
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keitsbedingung (1.56b) dann jedoch nicht definiert ist, kann eine solche Lo¨sung auch nicht
gefunden werden. Auf die Praxis hat dies geringe Auswirkungen, weil es unwahrscheinlich
ist, wa¨hrend der Bandstrukturrechnung zufa¨llig einen solchen k-Wert (Fließkommazahl mit
vielen Stellen) herauszugreifen, fu¨r den dieser Fall zutrifft.
Es erweist sich als vorteilhaft, wenn die Stetigkeitsbedingung (1.56b) weiter umgeformt
wird. Beide Bru¨che werden zuna¨chst auf einen Nenner gebracht, wodurch weder Lo¨sungen
hinzukommen noch wegfallen:
ϕ
(i)′
nk (ξi)ϕ
(i+1)
nk (ξi)− ϕ(i+1)′nk (ξi)ϕ(i)nk(ξi)
ϕ
(i)
nk(ξi)ϕ
(i+1)
nk (ξi)
= 0 i = 0, 1, . . . , N − 1.
Wenn bei der numerischen Auswertung dieser Gleichungen nur die Za¨hler beru¨cksichtigt
werden, so ist es mo¨glich, daß im Vergleich zu (1.56) neue Lo¨sungen hinzukommen, die bis-
her durch einen verschwindenden Nenner ausgeschlossen waren. Die zusa¨tzlichen Lo¨sungen
ko¨nnen jedoch leicht durch Probe mit (1.55) gegebenenfalls wieder verworfen werden. Zusam-
menfassend lautet das komplette Gleichungssystem
Ci ϕ
(i)
nk(ξi)− ϕ(i+1)nk (ξi) = 0, (1.57a)
ϕ
(i)′
nk (ξi)ϕ
(i+1)
nk (ξi)− ϕ(i+1)′nk (ξi)ϕ(i)nk(ξi) = 0
i = 0, 1, . . . , N − 1.
(1.57b)
Fu¨r die i-te Gleichung dieses Systems, d. h. an der i-ten Potentialstufe, sind folgende drei
Fa¨lle von besonderem Interesse:
i) ϕ
(i)
nk(ξi) = ϕ
(i+1)
nk (ξi) = 0 ∨ ϕ(i)′nk (ξi) = ϕ(i+1)′nk (ξi) 6= 0
Diese Lo¨sung, die in (1.56b) noch verboten war, ist jetzt wieder mo¨glich.
ii) ϕ
(i)
nk(ξi) = ϕ
(i+1)
nk (ξi) = 0 ∨ ϕ(i)′nk (ξi) 6= ϕ(i+1)′nk (ξi)
Diese vermeintliche Lo¨sung tritt wa¨hrend der numerischen Rechnung praktisch nicht
auf. Trotzdem kann sie nachtra¨glich und ohne Aufwand durch einen Test auf stetigen
U¨bergang der Ableitung ausgesondert werden.
iii) ϕ
(i)
nk(ξi) = ϕ
(i)′
nk (ξi) = 0 ∧ ϕ(i+1)nk (ξi) = ϕ(i+1)′nk (ξi) = 0
Die Lo¨sungen der Schro¨dinger-Gleichung (1.42) verschwinden mit Ausnahme der tri-
vialen Lo¨sung niemals gleichzeitig mit der ersten Ableitung.26 Da in dieser Arbeit Ba-
sisfunktionen verwendet werden (Gl. 1.53), die fu¨r ganzzahlige Grade εnk − vi linear
abha¨ngig sind, muß bei der Auswertung von (1.57b) die triviale Lo¨sung der Schro¨dinger-
26Dies ist eine allgemeine Eigenschaft von linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Wenn deren
Koeffizientenfunktionen in [a; b] stetig sind, existiert fu¨r jedes x0 ∈ [a; b] ein Isomorphismus zwischen den
Elementen ϕ(x) des zweidimensionalen Lo¨sungsraums und dem Tupel der Anfangswerte
`
ϕ(x0);ϕ
′(x0)
´
, vgl.
[Ja¨n90, Kap. VIII]. Deshalb kann eine Lo¨sung ϕ(x), fu¨r die ein x0 ∈ [a; b] mit ϕ(x0) = ϕ′(x0) = 0 existiert,
eindeutig als ϕ(x) ≡ 0 identifiziert werden.
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Gleichung explizit ausgeschlossen werden. Fu¨r diese Scheinlo¨sungen gilt wegen (1.49):
ϕ
(i)
nk = Dεnk−vi(−ξ
√
2) + β
(i)
nkDεnk−vi(ξ
√
2) ≡ 0
fu¨r (εnk − vi) ∈ N und β(i)nk =
−1 (εnk − vi) gerade;+1 sonst. (1.58)
Bei einem System mit nur einer Potentialstufe gibt es kein Problem mit Scheinlo¨sun-
gen, weil in beiden Teilwellenfunktionen maximal eine Parabolische Zylinderfunkti-
on auftritt. Fu¨r genau zwei Potentialstufen findet man mit (1.57) ausnahmslos alle
Scheinlo¨sungen. Diese ko¨nnen jedoch mit dem in Abschnitt 2.2 dargestellten Verfahren
leicht im vorhinein ausgeschlossen werden. Bei vier oder mehr Abschnitten konstanten
Potentials sind Scheinlo¨sungen prinzipiell nur mo¨glich, wenn sich die Potentiale vi um
ganze Vielfache von ℏωc unterscheiden.
1.4 Unendlich hohes Randpotential
Die bisher erarbeiteten Ergebnisse werden nun auf die einfachste Konstellation, na¨mlich die
einer unendlich hohen Potentialstufe angewendet. Ein Elektronensystem, das von einem sol-
chen Randpotential eingeschlossen ist, hat Halperin in einem Beitrag [Hal82] zur Erkla¨rung
des Quanten-Hall-Effekts [Kli80, Kli95] betrachtet. Die entsprechende Bandstruktur wurde
jedoch nur qualitativ besprochen, da ihre genaue Kenntnis zur Entwicklung und Anwen-
dung des Randkanalmodells nicht erforderlich ist. Den Bandverlauf haben schließlich Mac-
Donald und Strˇeda [Mac84] berechnet. Wa¨hrend diese Autoren von einem Ansatz mit konflu-
enten hypergeometrischen Funktionen ausgehen, fu¨hrt der Ausdruck (1.52) mit Parabolischen
Zylinderfunktionen schneller und formal einfacher zum Ziel. In Abschnitt 1.4.1 werden der
Lo¨sungsalgorithmus und die wichtigsten Eigenschaften des Eigenwertspektrums fu¨r eine un-
endlich hohe Potentialstufe diskutiert. In Abschnitt 1.4.3 wird sodann gezeigt, daß der hier
verwendete Ansatz zu dem in [Mac84] a¨quivalent ist.
1.4.1 Bandstruktur
Wir betrachten im folgenden ein Elektronensystem, das fu¨r x < 0 unendlich ausgedehnt und
in positiver Richtung durch eine unendlich hohe Barriere begrenzt ist. Der Potentialverlauf
lautet also
V (x) =
0 x < 0;+∞ x ≥ 0 bzw. v(ξ) =
0 ξ < −X/ℓ;+∞ ξ ≥ −X/ℓ.
Da das Elektron nicht in die Barriere eindringen kann, gilt innerhalb derselben ϕnk ≡ 0. Die
Gesamtwellenfunktion ist dann entsprechend dem Fall ii) in Abschnitt 1.3.3 durch
ϕnk(ξ) =
Dεnk(−ξ
√
2) ξ < −X/ℓ;
0 ξ ≥ −X/ℓ
(1.59)
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gegeben. Dieser Ausdruck entha¨lt mit dem Energieeigenwert εnk genau eine Unbekannte, die
dadurch festgelegt ist, daß die Wellenfunktion bei x = 0 stetig u¨bergeht:
Dεnk(X
√
2/ℓ) = 0. (1.60)
Gleichzeitig verschwindet an dieser Stelle wegen (1.54) die zweite Ableitung. Die Unbe-
kannte εnk wa¨re u¨berbestimmt, wenn man wie bei einer endlichen Potentialstufe zusa¨tzlich
zu (1.60) den stetigen U¨bergang der ersten Ableitung, also ϕ′nk(−X
√
2/ℓ) = 0 fordern wu¨rde.
Es ga¨be ohnehin keine Parabolische Zylinderfunktion, die solche Bedingungen erfu¨llt: Aus den
Rekursionsformeln (1.50) folgt, daß wenn in einem Punkt die erste und zweite Ableitung von
Dεnk(−ξ
√
2) zugleich verschwinden, auch alle ho¨heren Ableitungen Null sind. Dies ist jedoch
– wie auch aus Abb. 1.4 ersichtlich – ho¨chstens im Unendlichen der Fall. Entgegen dem in Ab-
schnitt 1.3.4 diskutierten Fall eines stu¨ckweise konstanten und endlichen Potentials weist also
die erste Ableitung der Gesamtwellenfunktion an der Flanke einer unendlich hohen Barriere
einen endlichen Sprung auf (Abb. 1.6b).
Eine Methode zur numerischen Berechnung der Landau-Dispersion an einer Tunnelbar-
riere wird in Abschnitt 2.2 vorgestellt. Das dort diskutierte Hauptproblem tritt bereits bei
der Lo¨sung der einfachen Stetigkeitsbedingung (1.60) auf: Es ist leicht, mit Lo¨sungsverfahren,
wie sie in Computer-Algebrasystemen implementiert sind, eine Lo¨sung dieser Gleichung zu
finden. Die Aufgabe besteht jedoch darin, alle Lo¨sungen εnk in einem bestimmten Energiein-
tervall [εmin; εmax] zu ermitteln. Fu¨r die in Abb. 1.6a dargestellte Dispersion ist dies ziemlich
mu¨helos dadurch zu erreichen, daß jedes Band sukzessive von links nach rechts berechnet
wird. Da fu¨r X ≪ −√2n+ 1 ℓ (siehe Gl. 1.62) die asymptotische Lo¨sung εnk ≃ n bekannt
ist, kann dem Lo¨sungsverfahren ein Intervall vorgegeben werden, in dem die Lo¨sung erwar-
tet wird. Paßt man dieses Intervall mit zunehmenden X in geeigneter Weise an, so ko¨nnen
zuverla¨ssig alle Energieeigenwerte berechnet werden.
Eine bemerkenswerte Eigenschaft eines Systems mit nur einer Potentialstufe ist, daß
sich die Form der Dispersionsrelation mit dem Magnetfeld nicht a¨ndert. Die Dispersion in
Abb. 1.6a, die in den Einheiten der Zyklotron-Energie und der magnetischen La¨nge dargestellt
ist, sieht fu¨r jedes Magnetfeld gleich aus. Bei Verwendung anderer Darstellungen, z. B. Enk
oder En(X), bewirkt eine Magnetfelda¨nderung nur eine Skalierung der Achsen, eine erneute
Bandstrukturrechnung ist nicht notwendig. Die Magnetfeldunabha¨ngigkeit ist eine Folge da-
von, daß ein Potential mit nur einer Stufe keine Modulation entlang der Ortsachse bewirkt.
Erst wenn es mindestens ein Intervall konstanten Potentials mit endlicher Breite gibt, findet
die magnetfeldabha¨ngige Ausdehnung der Wellenfunktionen (∆x ∝ 1/√B, Gl. 1.62) ihren
Niederschlag in der Form der Dispersion.
1.4.2 Grenze zwischen Volumen- und Randzusta¨nden
Der U¨bergang von Volumen- zu Randzusta¨nden findet an dem Ort statt, wo ein Landau-Band
bestimmter Ordnung beginnt, sich auf der Skala der Zyklotron-Energie merklich zu verbiegen.
Der Abstand dieser Stelle von der Potentialstufe kann am einfachsten anhand der Ausdeh-
nung der Hermiteschen Funktion (1.48), also der Wellenfunktion von Volumenzusta¨nden,
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Abb. 1.6. (a) Die Landau-Ba¨nder n = 0, 1, 2, . . . in der Umgebung eines unendlich hohen
Randpotentials. Die Eigenenergie Enk ist stellvertretend durch εnk mit Enk =
(
εnk +
1
2
)
ℏωc
gegen das Leitzentrum aufgetragen. An den Schnittpunkten zwischen den mit Prozentzahlen
gekennzeichneten Kurven und den horizontalen Linien bei ganzzahliger Ordinate n wu¨rde ein
Volumenzustand Dn(ξ
√
2) zu 90 %, 95% etc. außerhalb der Barriere liegen (vgl. Abb. 1.5). Die
95 %-Grenzlinie hat einen a¨hnlichen Verlauf wie das magnetische Einschlußpotential (1.61).
(b) Fu¨r X = −1,5 ℓ sind die normierten Wellenfunktionen auf der Ho¨he des Energieeigenwerts
gegen den Ort aufgetragen.
abgescha¨tzt werden. Wie aus Abb. 1.5 ersichtlich ist, folgt der Bereich substantieller Auf-
enthaltswahrscheinlichkeit im wesentlichen dem parabolischen Potential des harmonischen
Oszillators, wobei die Potentialkurve und die Eingrenzung des 90 %-igen Aufenthaltsbereichs
nahezu identisch sind. Unter Beru¨cksichtigung der Tatsache, daß die eigentliche Wellenfunk-
tion nicht durch Dn(z), sondern durch Dn(ξ
√
2), siehe (1.52), gegeben ist wurde die Poten-
tialkurve 14z
2 − 12 aus Abb. 1.5 in Form von 12(X/ℓ)2 − 12 auf Abb. 1.6a u¨bertragen.
Ein Volumenzustand der Ordnung n ∈ N wird durch die Hermitesche Funktion Dn(ξ
√
2)
(Gl. 1.48) beschrieben. Wenn die Potentialstufe nicht existieren wu¨rde, ha¨tte ein Volumen-
zustand, dessen Leitzentrum X auf der mit 90 %, 95 % etc. bezeichneten Kurve in Abb. 1.6a
liegt, in dem Bereich x > 0 eine Aufenthaltswahrscheinlichkeit von 10 %, 5 % etc. Da fu¨r
die numerisch berechneten Kurven keine algebraischen Ausdru¨cke vorliegen, bietet es sich
an, fu¨r die Grenzziehung zwischen Volumen- und Randzusta¨nden wiederum den Potential-
verlauf heranzuziehen. Dieser ist innerhalb eines Abschnitts mit konstantem Potential durch
das parabolische, magnetische Einschlußpotential (1.31) gegeben, dessen Scheitelpunkt um
den Energiewert v der Bandkante und die Position der Potentialstufe verschoben ist. Mit der
Variablenumbenennung X → X0 und x→ X ergibt sich aus (1.31)
ε =
1
2
(
X −X0
ℓ
)2
+ v − 1
2
. (1.61)
Die in Abb. 1.6a eingezeichnete Parabel erha¨lt man schließlich fu¨r X0 = 0 (Position der
Potentialstufe) und v = 0 (Potential links der Stufe). Volumenzusta¨nde der Ordnung n, deren
Leitzentrum X die Parabelgleichung n = 12(X/ℓ)
2 − 12 erfu¨llt, wu¨rden mit etwa 5 % ihrer
Aufenthaltswahrscheinlichkeit in den Bereich x > 0 hineinreichen, wenn die Potentialstufe
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nicht existierte. Deshalb eignet sich (1.61) zur Markierung der ohnehin unscharfen Grenze
zwischen Volumen- und Randzusta¨nden. Ein Anwendungsbeispiel der Formel (1.61) fu¨r ein
mehrstufiges Potential ist in Abb. 1.2 zu sehen.
Da fu¨r Volumenzusta¨nde in Bereichen mit v = 0 die Eigenenergie durch εnk = n gegeben
ist, ergibt sich als Umkehrung von (1.61) die Beziehung
∆XVR =
√
2n+ 1 ℓ. (1.62)
Die Gro¨ße ∆XVR ist ein Richtwert fu¨r die Mindeststrecke, die zwischen dem Leitzentrum eines
Zustandes im n-ten Band und der na¨chst gelegenen Potentialstufe liegen muß, damit letztere
einen nur schwachen Einfluß auf den Energieeigenwert und die zugeho¨rige Wellenfunktion
hat. Wie an der 99,9 %-Kurve in Abb. 1.6a zu erkennen ist, spu¨rt ein Elektron bereits in
einem Abstand von ∆X ≥ ∆XVR + ℓ selbst von einer unendlich hohen Barriere eine nur
verschwindend kleine Wirkung.
Innerhalb eines Landau-Bandes ist die Zahl der Knoten von ϕnk(ξ) konstant. Dies gilt
nicht nur im Rahmen der hier verwendeten asymmetrischen Landau-Eichung (1.17), sondern
auch fu¨r radialsymmetrische Zusta¨nde [Hal82]. Die Wellenfunktion eines Volumenzustandes
im n-ten Band ist durch die Hermitesche Funktion Dn(ξ
√
2) gegeben (Gl. 1.48), die n Knoten
besitzt (Abb. 1.5). Bei Anna¨herung des Leitzentrums an die Potentialstufe nimmt der Ener-
gieeigenwert zu, obwohl das Elektron nicht in die Barriere eindringt. Diese Bandverbiegung
ermo¨glicht es, die Anzahl der Knoten konstant zu halten: Um das Abschneiden der Teilwel-
lenfunktion Dεnk(−ξ
√
2) fu¨r x ≥ 0 (Gl. 1.59) und den Verlust der damit verbundenen Knoten
zu kompensieren, muß der Grad εnk zunehmen. In Abb. 1.6b ist am Beispiel von X = −1,5 ℓ
zu sehen, daß auch Wellenfunktionen mit nichtganzzahliger Energie εnk genau n Knoten auf-
weisen. Dies gilt auch fu¨r Zusta¨nde, deren Leitzentrum mit der Potentialstufe zusammenfa¨llt
(X = 0). Hier kann der Energieeigenwert ohne weitere Rechnung bestimmt werden. Die Ste-
tigkeitsbedingung (1.60) ist na¨mlich laut der Beziehung (1.46) genau fu¨r εnk = 2n + 1 mit
n ∈ N erfu¨llt. Die zugeho¨rigen Wellenfunktionen D2n+1(−ξ
√
2) sind diejenigen Lo¨sungen des
harmonischen Oszillators, die in ihrem Zentrum einen Nulldurchgang haben (Abb. 1.5). Die
Funktion D2n+1(−ξ
√
2) hat 2n+ 1 Knoten. Deren Zahl reduziert sich in der abschnittsweise
definierten Gesamtwellenfunktion (1.59) wiederum auf n.
1.4.3 Ansatz von MacDonald und Strˇeda
Im Rahmen eines Vergleichs zwischen dem hier und in [Mac84] verwendeten Ansatz wird
kurz ein alternatives Basissystem vorgestellt, das direkt auf die konfluente hypergeometrische
Funktion zuru¨ckgreift. Die allgemeine Lo¨sung (1.52) der Schro¨dinger-Gleichung (1.42) kann
mit der Abku¨rzung ε ≡ εnk − vi folgendermaßen dargestellt werden (1.45):
ϕnk(ξ) = γ1Dε(−ξ
√
2) + γ2Dε(ξ
√
2)
=
2ε/2
eξ2/2
{
(γ1 + γ2)
Γ(12)
Γ(1−ε2 )︸ ︷︷ ︸
δ1
1F1
(
−ε
2
;
1
2
; ξ2
)
+ (γ2 − γ1)
Γ(−12)
Γ(− ε2)︸ ︷︷ ︸
δ2
ξ 1F1
(
1− ε
2
;
3
2
; ξ2
)}
.
38 KAPITEL 1. LANDAU-BANDSTRUKTUR
Durch die Definition der Variablen δ1 und δ2 wird der Ansatz von [Mac84] reproduziert,
ϕnk(ξ) =
2ε/2
eξ2/2
{
δ1 1F1
(
−ε
2
;
1
2
; ξ2
)
+ δ2 ξ 1F1
(
1− ε
2
;
3
2
; ξ2
)}
,
wobei die Gleichheit der Koeffizienten noch zu zeigen ist. Die beiden Basisfunktionen
Dε(−ξ
√
2) und Dε(ξ
√
2) erha¨lt man durch Nullsetzung von γ2 bzw. γ1. Gema¨ß obiger Fest-
legung von δ1 und δ2 gilt deshalb fu¨r das Gewichtungsverha¨ltnis der beiden konfluenten
hypergeometrischen Funktionen:
ϕnk(ξ) ∝ Dε(±ξ
√
2) ⇐⇒ δ2
δ1
= ±Γ(−
1
2)
Γ(− ε2)
Γ(1−ε2 )
Γ(12)
= ∓2Γ(
1−ε
2 )
Γ(− ε2)
.
Als entsprechender Ausdruck wird in [Mac84]
β
α
= 2 tan
(πε
2
) Γ(1 + ε2)
Γ(12 +
ε
2)
fu¨r einen Zustand rechts einer unendlich hohen Potentialstufe, also Dε(ξ
√
2), angegeben. Mit
den Identita¨ten [Mag66]
π
sin(πz)
= Γ(z)Γ(1− z), π
cos(πz)
= Γ(12 + z)Γ(
1
2 − z) und Γ(1 + z) = zΓ(z)
kann der Quotient zu
β
α
= −2Γ(
1−ε
2 )
Γ(− ε2)
umgeformt werden, womit die A¨quivalenz beider Ansa¨tze gezeigt ist.
1.4.4 Na¨herungsformeln
Um die Dispersion an einer unendlich hohen Barriere direkt in eine Rechnung einfließen lassen
zu ko¨nnen, ist ein analytischer Ausdruck als Na¨herung fu¨r die Bandstruktur in Abb. 1.6a
notwendig.
Eine naheliegende Mo¨glichkeit, eine Formel fu¨r die Bandstruktur zu finden, besteht in der
Anwendung der WKB-Methode, also der quasiklassischen Betrachtung des Systems [Lan74a].
Die de Broglie-Wellenla¨nge eines Zustandes der Energie εnk betra¨gt
λ = 2πℓ/
√
2εnk + 1, (1.63a)
λF = 79,3 nm/
√
n¤/1011 cm−2, (1.63b)
wobei der zweite Ausdruck fu¨r einen Zustand an der Fermi-Kante (Gl. 1.6) gilt (Fermi-
Wellenla¨nge). Die WKB-Methode ist nur sinnvoll, wenn λ klein gegen die charakteristischen
Abmessungen des untersuchten Problems ist. Fu¨r eine Tunnelbarriere der Breite 5 nm (Ab-
schnitt 4.1) trifft dies nicht zu. Die WKB-Methode kann jedoch angewendet werden, wenn
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Abb. 1.7. Na¨herungskurven (unterbrochene Linien) fu¨r die Landau-Bandstruktur (aus Abb.
1.6a, durchgezogene Linien) an einer unendlich hohen Barriere. (a) WKB-Na¨herung (1.64)
aus [Sne87]. (b) Punktiert: Na¨herung (1.65) aus [Kan00a]; Gestrichelt: dito, jedoch korrigiert,
siehe (1.66).
der klassisch erlaubte Bereich durch eine unendlich hohe Potentialstufe begrenzt ist [Lan74a].
Fu¨r ein solches System wird von Snell et al. der Ausdruck [Sne87]
1
2
[
1− ℏk√
2m∗Enk
]
Enk =
(
n+ 34
)
ℏωc n = 0, 1, 2, . . .
als Ergebnis einer WKB-Rechnung angegeben. Hieraus ergibt sich die Dispersion
εnk ≈ (2n+ 1) + 1
4
X2
ℓ2
+
1
4
X
ℓ
√
X2/ℓ2 + 12 + 16n, (1.64)
die in Abb. 1.7a dargestellt ist. Die Kurven stimmen bei X = 0 mit der rein quantenmechani-
schen Rechnung aus Abschnitt 1.4.1 exakt u¨berein und stellen fu¨r nicht zu große Leitzentren
eine gute Na¨herung dar.
Auch Kang et al. verwenden bei der Interpretation von experimentellen Ergebnissen eine
Na¨herung fu¨r die verbogene Landau-Leiter an einer Potentialstufe [Kan00a]. Ohne explizit
zu erwa¨hnen, ob das Barrierenpotential als unendlich hoch vorausgesetzt wird, geben die
Autoren die Na¨herungsformel
Enk
ℏωc
≈
(
X
ℓ
+
√
n+ 1
)2
+
(
n+
1
2
)
(1.65)
an. Der Vergleich mit der exakt berechneten Dispersion aus Abb. 1.6a offenbart jedoch einen
viel zu steilen Anstieg dieser Funktion. Die Diskrepanz27 kann nicht auf die Zugrundelegung
einer endlich hohen Barriere zuru¨ckgefu¨hrt werden, denn dies ha¨tte gerade einen gegenteiligen
27Dies steht mo¨glicherweise in Zusammenhang mit einer weiteren Unstimmigkeit, die sich in unmittelbarer
Umgebung der Na¨herungsformel in [Kan00a] findet: Als Flachbandbedingung wird mehrmals die Relation
|x/ℓ| ≥ √N + 1 anstatt von (1.62) angegeben.
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Abb. 1.8. Neue Na¨herungsformel (1.67) (ge-
strichelte Linien), deren Koeffizientenfunktio-
nen durch Anpassung an die exakte Band-
struktur (durchgezogene Linien) in dem Ge-
biet rechts der Halbparabel bestimmt wur-
den. Letztere markiert den U¨bergang zwi-
schen Volumen- und Randzusta¨nden. Fu¨r
−√2n+ 1 < X/ℓ < 6 und 4 ≤ n ≤ 10 betra¨gt
der Fehler der Na¨herung weniger als 1%.
Effekt bewirkt. Erst wenn X durch X/2 ersetzt wird, erha¨lt man mit
εnk ≈ (2n+ 1) + 1
4
X2
ℓ2
+
X
ℓ
√
n+ 1 (1.66)
eine realistische Na¨herung (Abb. 1.7b). Wa¨hrend diese Formel das Grundzustandsband im
Bereich [−2; 0] sehr gut beschreibt, sind die Abweichungen fu¨r großes X geringfu¨gig sta¨rker
als bei der Na¨herung (1.64).
Eine wesentlich bessere Na¨herung erha¨lt man folgendermaßen: Eine parabolische Disper-
sion wird fu¨r verschiedene Ordnungen, z. B. n = 0, 1, 2, . . . , 12 an das Band εnk angepaßt,
um einen Satz von Koeffizienten fu¨r den X2- bzw. X-Term zu bekommen. Die Anpassung,
die unter der Nebenbedingung εn0 = 2n + 1 durchgefu¨hrt wird, beschra¨nkt sich auf Rand-
zusta¨nde mit −√2n+ 1 < X/ℓ < 6 (Gl. 1.62). Man findet, daß der Koeffizient des quadra-
tischen Terms X2 nur sehr schwach von n abha¨ngt, weshalb er wie in (1.64) und (1.66) auf
eine Konstante festgeschrieben wird. Die Wahl der Koeffizienten entscheidet, welcher Bereich
der Dispersion am genauesten gena¨hert wird. Deshalb ko¨nnen statt numerischer Werte auch
passende algebraische Ausdru¨cke verwendet werden. So der Fall in
εnk ≈ (2n+ 1) +
(√
2− 1)X2
ℓ2
+
X
ℓ
√√
3n+ 1, (1.67)
womit sich die in Abb. 1.8 dargestellten Na¨herungskurven ergeben, die den Ba¨ndern mit
einstelliger Ordnung – mit Ausnahme des Grundzustands – besonders gut entsprechen.
1.5 Endlich hohes Randpotential
Als weiterer Schritt in Richtung einer Tunnelbarriere (Kapitel 2), betrachten wir nun den
Fall einer endlich hohen Barriere, die sich in positiver x-Richtung ins Unendliche erstreckt.
Diese Situation wurde bereits von Bartosˇ und Rosenstein [Bar94] unter Verwendung der Pa-
rabolischen Zylinderfunktionen behandelt, so daß in Abschnitt 1.5.1 nur die wesentlichen
mathematischen Schritte wiederholt werden mu¨ssen. Viele der im Anschluß diskutierten Ei-
genschaften des Eigenwertspektrums sind auch fu¨r eine du¨nne Tunnelbarriere relevant. Hierzu
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za¨hlen insbesondere die Antikreuzungen (Abschnitt 1.5.2) im Bereich schwacher Kopplung
und die Anwendbarkeit des Chklovskii-Bildes (Abschnitt 1.5.3) auf Elektronensysteme in
CEO-Strukturen.
1.5.1 Bandstruktur
Im Falle einer endlich hohen und halbseitig unendlich ausgedehnten Barriere ist der Potenti-
alverlauf durch
V (x) =
0 x < 0;V0 x ≥ 0 bzw. v(ξ) =
0 ξ < −X/ℓ;v ξ ≥ −X/ℓ (1.68)
mit v = V0/ℏωc gegeben. Gema¨ß der U¨berlegungen zum Fall ii) in Abschnitt 1.3.3 wird als
Gesamtwellenfunktion (1.41)
ϕnk(ξ) =
Dεnk(−ξ
√
2) ξ < −X/ℓ;
Dεnk−v(ξ
√
2) ξ ≥ −X/ℓ
angesetzt. In Analogie zur unendlich hohen Potentialstufe hat man es mit nur einer Unbe-
kannten, na¨mlich dem Energieeigenwert εnk zu tun. Diese ist durch die Stetigkeitsbedingung
28
Dεnk+1(X
√
2/ℓ)Dεnk−v(−X
√
2/ℓ) +Dεnk−v+1(−X
√
2/ℓ)Dεnk(X
√
2/ℓ) = 0
bestimmt, die sich aus (1.57b) unter Anwendung der Ableitungsformel (1.51) ergibt.
Bei der Berechnung der Bandstruktur, die in Abb. 1.9a dargestellt ist, kann prinzipiell
wie in Abschnitt 1.4.1 vorgegangen werden. Es tritt nun jedoch die Schwierigkeit auf, daß sich
die einzelnen Ba¨nder sehr nahe kommen, was beispielweise an der mit Á gekennzeichneten
Stelle der Fall ist. Dort besteht die Gefahr, daß der Algorithmus buchsta¨blich den Faden
verliert, indem ein programmgesteuertes Verfahren wa¨hrend der sukzessiven Berechnung des
0. Bandes von links nach rechts fa¨lschlicherweise in das 1. Band gera¨t. Diesem Problem kann
bei monoton steigenden Ba¨ndern durch eine verfeinerte Wahl des Intervalls, welches dem
Lo¨sungsverfahren vorgibt, wo der Energieeigenwert zu erwarten ist, beigekommen werden.
Bei der komplexen Bandstruktur an einer Tunnelbarriere versagen solche Heuristiken jedoch
in der Regel, weshalb in Kapitel 2 ein anderes Lo¨sungskonzept verfolgt wird.
Die Bandstruktur an einem endlich hohen Randpotential besteht im wesentlichen aus zwei
Landau-Leitern, die um v gegeneinander verschoben sind, wobei im U¨bergangsbereich ein os-
zillatorisches Verhalten auftritt. Die Beziehung (1.61) stellt auch hier die Grenzlinie zwischen
Volumen- und solchen Zusta¨nden dar, die unter dem Einfluß der Potentialstufe stehen. Fu¨r
εnk < v besteht in Abb. 1.9a eine große A¨hnlichkeit mit Abb. 1.6a: Von links kommend gehen
28In [Bar94] sind an entsprechender Stelle in den Gleichungen (5) und (6) einige Vorzeichenfehler enthalten.
Insbesondere wird dort Dεnk−v
`−(x−X)√2/ℓ´ fu¨r x ≥ 0 verwendet.
29Anstatt ein Potential der Ho¨he Vi = vi ℏωc bei der Ordinate vi einzuzeichnen, wird in Abb. 1.9 und
folgende vi − 12 zur Repra¨sentation der Leitungsbandunterkante verwendet. Ohne der Gu¨ltigkeit von εnk = vi
fu¨r Grundzusta¨nde im Volumen zu widersprechen, wird so der Tatsache Rechnung getragen, daß die unterste
Sprosse der Landau-Leiter 1
2
ℏωc u¨ber dem Niveau des Potentials liegt.
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Abb. 1.9. (a) Dispersionsrelation an einer Barriere (grau unterlegt29) der Ho¨he V0 = 5 ℏωc.
Die beiden strichpunktierten Halbparabeln mit 12(X/ℓ)
2 +vi− 12 kennzeichnen anna¨hernd den
U¨bergang zwischen Misch- und Volumenzusta¨nden. Der mit À bis Â markierte Bereich der
Dispersion ist in Abb. 1.10a vergro¨ßert dargestellt. (b) Fu¨r X = −ℓ/2 sind die normierten
Eigenfunktionen auf der Ho¨he ihrer Energie gegen den Ort aufgetragen.
die Volumen- in Randzusta¨nde u¨ber. Die Situation fu¨r X > 0 ist andersartig: Die Landau-
Leiter À fu¨r X ≫ 0 setzt sich mit Unterbrechung durch die Energielu¨cke Á auf selber Ho¨he
bis in die Plateaus Â fort. Der Sprung auf ein niveaugleiches Plateau des na¨chstho¨heren
Landau-Bandes wiederholt sich bei Ã nicht mehr. Jenseits der Halbparabel entfallen na¨mlich
bereits mehr als 5 % der Aufenthaltswahrscheinlichkeit auf die linke Seite der Potentialstufe.
In dem U¨bergangsbereich herrscht eine starke U¨berlappung mit Randzusta¨nden vor, die sich
hauptsa¨chlich im Bereich x < 0 aufhalten.
In Abb. 1.9b sind die Eigenfunktionen fu¨r X = −ℓ/2 und n = 0 bis 7 dargestellt. Er-
wartungsgema¨ß stimmt auch hier die Anzahl der Knoten der Gesamtwellenfunktion mit der
Ordnung n des Bandes u¨berein. Fu¨r εnk < v haben die Eigenzusta¨nde den Charakter von
Randzusta¨nden, deren Amplitude innerhalb der Barriere na¨herungsweise exponentiell abfa¨llt.
Genau wie bei der unendlich hohen Barriere in Abschnitt 1.4 definiert auch hier der Potenti-
alverlauf (1.68) keine charakteristische La¨ngenskala in x-Richtung. Folglich ist, sofern v kon-
stant gehalten wird, die in Abb. 1.9a dargestellte Dispersion vom Magnetfeld unabha¨ngig. In
einer realen Probe gilt jedoch v ∝ 1/B, so daß letztlich fu¨r jede Feldamplitude eine eigene
Bandstrukturrechnung erforderlich ist.
1.5.2 Antikreuzungen
Das Verhalten der Dispersion in der Umgebung der kleinen, in Abb. 1.10a vergro¨ßert darge-
stellten Energielu¨cke Á kann in dem Bild von u¨berlagerten Landau-Bandstrukturen schwach
gekoppelter Systeme erkla¨rt werden. Diese Betrachtungsweise wurde auch von Tin-Lun Ho
angewandt: In [Ho94] wird die Lage und Gro¨ße der Energielu¨cken einer Landau-Dispersion
na¨herungsweise berechnet, die sich an einer du¨nnen und hohen Tunnelbarriere ausbildet. Im
quasi-kontinuierlichen Spektrum der verbogenen Landau-Ba¨nder auf der linken Seite der Bar-
riere (vgl. Abb. 1.6a) entstehen durch Kopplung mit Randzusta¨nden der rechten Seite kleine
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Abb. 1.10. (a) Ausschnitt der Bandstruktur aus Abb. 1.9a. Eigenzusta¨nde auf den als
durchgezogene Linie gezeichneten A¨sten der Dispersion haben den Charakter von Rand-
zusta¨nden, wa¨hrend die zu den gestrichelten A¨sten geho¨renden Wellenfunktionen sich eher
wie Volumensta¨nde verhalten. (b) Fu¨r die mit • in (a) gekennzeichneten Zusta¨nde sind die
normierten Wellenfunktionen unter Beibehaltung der Konvention fu¨r die Liniengestaltung auf
der Ho¨he des jeweiligen Leitzentrums angetragen. Die Dreiecke markieren den Schwerpunkt
der Aufenthaltswahrscheinlichkeit. Fu¨r Volumenzusta¨nde fa¨llt dieser – mit Ausnahme des
Mischzustandes an der Energielu¨cke – mit dem Leitzentrum X zusammen.
Lu¨cken im Energiespektrum. In Analogie zu benachbarten Quantento¨pfen [Bas96] entste-
hen aus zwei schwach gekoppelten Zusta¨nden gleicher Energie die Mischzusta¨nde
[
ϕLnk(x)±
ϕRnk(x)
]
/
√
2 in symmetrischer (+) und antisymmetrischer (−) Weise. Die einhergehende Ener-
gieaufspaltung hebt die Entartung an den Schnittpunkten der u¨berlagerten Bandstrukturen
εLnk und ε
R
nk auf.
30 Eine Entsprechung zu dem System von [Ho94] ist in dem Fall einer
halbseitig unendlich ausgedehnten Barriere nur in dem Bereich À bis Â gegeben, wo die
Randzusta¨nde der linken Dispersion nur geringfu¨gig mit den Volumenzusta¨nden der oberen
Potentialebene u¨berlappen.
Um die Situation an der Energielu¨cke Á bei X = −2,4 ℓ und εnk = 5 bzw. an den dazu
a¨quivalenten Lu¨cken zwischen Ba¨ndern ho¨herer Ordnung zu untersuchen, wird das Gesamt-
system zuna¨chst in zwei ungekoppelte Systeme zerlegt. Dieses Gedankenexperiment ist im
vorliegenden Fall schwieriger zu konstruieren als bei einem Doppel-Quantentopf oder einem
Elektronensystem, das durch eine Tunnelbarriere unterbrochen ist. In den beiden letzteren
Fa¨llen ist die Kopplungssta¨rke einfach durch die Barrierenparameter bestimmt und einstell-
bar. Ohne ins Detail zu gehen, ko¨nnte in unserem Fall das Gesamtsystem folgendermaßen
aufgetrennt werden, um es in eine vergleichbare Konstellation zweier schwach gekoppelter
Teilsysteme zu bringen: Auf der linken Seite wird eine Dispersion angenommen, wie sie an ei-
ner Barriere der Ho¨he V ≫ 5 ℏωc auftritt. Eine solche Bandstruktur sieht im wesentlichen wie
in Abb. 1.6a aus, wobei die Energieeigenfunktionen fu¨r x > 0 exponentiell abfallen (Abb. 1.9b
fu¨r εnk < v). Diese Dispersion wird nun mit der Landau-Leiter u¨berlagert, die in dem Bereich
X > 0 mit dem konstanten Potential v = 5 vorliegt. Voraussetzung fu¨r die folgende Betrach-
30Auf die na¨herungsweise Berechnung der Antikreuzungen an einer Tunnelbarriere und der zugeho¨rigen
Wellenfunktionen wird in den Abschnitten 2.4.2 und 2.4.3 genauer eingegangen.
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tung ist, daß der Volumenzustand auf der oberen Potentialebene an dem Heterou¨bergang bei
X = 0 genu¨gend stark abgeklungen ist. Diese Bedingung wird wegen ∆XVR = 1 ℓ (Gl. 1.62)
von Grundzusta¨nden in der Umgebung der Energielu¨cke bei X ≈ 2,4 ℓ leicht erfu¨llt.
Wenn angenommen wu¨rde, daß beide Teilsysteme ungekoppelt seien, so wa¨ren die in Abb.
1.10a als gestrichelte und durchgezogene Kurve dargestellten Arme der Bandstrukturen je-
weils ohne die Unterbrechung einer Energielu¨cke, sie wu¨rden sich also schneiden. In dem
hypothetischen System repra¨sentiert die horizontale Linie mit εnk = v das unterste Landau-
Niveau der oberen Potentialebene. Die zugeho¨rigen Eigenfunktionen haben die Form einer
Gaußschen Glockenkurve und ihr Aufenthaltsschwerpunkt fa¨llt mit dem Leitzentrum X zu-
sammen. Auch die diagonal ansteigende Dispersion korrespondiert zu Grundzusta¨nden ohne
Knoten. Hierbei handelt es sich um die Randzusta¨nde der unteren Potentialebene, die sich
schwerpunktma¨ßig links der Barriere mit einem deutlichen Abstand zum Leitzentrum aufhal-
ten.
Die Energieeigenfunktionen der gekoppelten Teilsysteme sind in Abb. 1.10b als Ergeb-
nis einer exakten quantenmechanischen Rechnung fu¨r das Gesamtsystem wiedergegeben. Die
Wellenfunktionen ergeben sich na¨herungsweise als symmetrische und antisymmetrische Mi-
schungen der Eigenzusta¨nde der ungekoppelten Teilsysteme. Die antisymmetrischen Mischun-
gen besitzen einen Knoten, weisen eine ho¨here Energie auf und bilden deshalb das 1. Band des
Gesamtsystems. Die Zusta¨nde des Gesamtsystems haben im wesentlichen – mit Ausnahme
von X ≈ 2,4 – denselben Charakter wie im jeweiligen Teilsystem bei ausgeschalteter Kopp-
lung: Der Schwerpunkt der Wellenfunktionen, die mit durchgezogener Linie gezeichnet sind,
liegt links der Barriere und zwar auch dann, wenn der Zustand dem ersten angeregten Band
angeho¨rt und deshalb einen Knoten besitzt. In Anhang B wird gezeigt, daß die Differenz
〈x〉 − X zwischen Aufenthaltsschwerpunkt und Leitzentrum proportional zum Teilchenim-
puls (1.28) eines Elektrons in einem solchen Randzustand ist. Die gestrichelten Wellenfunk-
tionen repra¨sentieren hingegen Volumenzusta¨nde mit einer Wahrscheinlichkeitsdichte, die um
das Leitzentrum zentriert ist, und die einen fast verschwindenden Teilchenimpuls besitzen.
Ein deutlich anderes Bild ergibt sich an der Stelle X = 2,4 ℓ, wo sich die beiden Ba¨nder
am na¨chsten kommen: Hier addieren sich die Zusta¨nde der ungekoppelten Teilsysteme mit
gleicher Gewichtung zu Eigenfunktionen, die maximal u¨berlappen und demnach einen iden-
tischen Schwerpunkt aufweisen. Die einhergehende Modifizierung der Zustandsenergien hebt
die Entartung an den Kreuzungspunkten der Rand- und Volumendispersionen auf. Dieses
Verhalten bezeichnet man als Antikreuzung (engl. anticrossing). Der Begriff bringt zum Aus-
druck, daß zwei aufeinanderfolgende Ba¨nder sich an einem Punkt nicht nur stark anna¨hern,
sondern daß jenseits der Energielu¨cke wesentliche Eigenschaften der Wellenfunktion auf das
jeweils andere Band u¨bergehen. So a¨ndert sich die Knotenzahl, obwohl die Verteilung der
Aufenthaltswahrscheinlichkeit gleichartig bleibt.
Antikreuzungen gibt es nur in Systemen, die – zumindest fu¨r einen Bereich der Band-
struktur – na¨herungsweise durch schwach gekoppelte Teilsysteme dargestellt werden ko¨nnen.
In diesen Fa¨llen besteht eine große A¨hnlichkeit zwischen den einzelnen Abschnitten der Ge-
samtdispersion und den Eigenwerten und -funktionen des jeweils zugrundeliegenden Teilsy-
stems. Wesentliche Abweichungen treten nur an den Antikreuzungen auf. Fu¨r den Fall einer
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du¨nnen, jedoch hinreichend hohen Tunnelbarriere wird in [Ho94] dargelegt, wie die Band-
struktur des Gesamtsystems in der Umgebung der Antikreuzungen berechnet werden kann.
Bei einer halbseitig unendlich ausgedehnten Barriere ist eine solche Na¨herung nur an den
a¨ußeren Energielu¨cken bei Á mo¨glich.
Innerhalb des von beiden Halbparabeln eingeschlossenen Bereichs in Abb. 1.9a sind die
von links und rechts kommenden Zusta¨nde gleichermaßen von der Potentialstufe beeinflußt.
Hier existiert keine sinnvolle Auftrennung in schwach gekoppelte Teilsysteme. Die korrekte
Bandstruktur erha¨lt man nur durch das Lo¨sen des Eigenwertproblems fu¨r das Gesamtsy-
stem. Die vollsta¨ndige Rechnung in Abb. 1.9a zeigt, daß in dem U¨bergangsbereich keine An-
tikreuzungen existieren. Die Energielu¨cke oszilliert in dem Intervall (1±0,2) ℏωc, wa¨hrend sie
bei Á den Wert 0,13 ℏωc hat. Ein weiteres Merkmal der Umgebung einer Antikreuzung fehlt
in dem U¨bergangsbereich: Wa¨hrend in Abb. 1.10b der Aufenthaltsschwerpunkt energetisch
aufeinanderfolgender Eigenfunktionen um mehr als die doppelte magnetische La¨nge springt,
verschiebt sich der Schwerpunkt fu¨r X = −ℓ/2 in Abb. 1.9b mit zunehmender Energie in
kleinen Schritten nach links.
1.5.3 Chklovskii-Bild
Die stufenfo¨rmige Dispersion in Abb. 1.9a weist formal eine große A¨hnlichkeit mit dem von
Chklovskii, Shklovskii und Glazman entwickelten Bild von kompressiblen und inkompressi-
blen Streifen am Rand eines Quanten-Hall-Systems auf [Chk92]. Dies gilt insbesondere fu¨r
die Antikreuzungen Á am rechten Rand des U¨bergangsbereichs, wo die Stufen aufeinander-
folgender Ba¨nder dieselbe Ho¨he εnk = v + n aufweisen. Da generell von Interesse ist, ob das
Chklovskii-Bild auf die modulierten Elektronensysteme dieser Arbeit anwendbar ist, werden
im folgenden die Unterschiede und Gemeinsamkeiten mit der Bandstruktur an einer endlich
hohen und einseitig unendlich ausgedehnten Barriere untersucht.
Wa¨hrend die Tunnelbarriere sowohl in der theoretischen Rechnung (Kapitel 2) als auch in
der experimentellen Realisierung (Kapitel 4) eine scharfe Stufenform hat, wird in [Chk92] ein
modulationsdotiertes zweidimensionales Elektronensystem betrachtet, das an seinem Rand
durch das Feld einer lateralen Steuerelektrode eingeschra¨nkt ist. Im Anschluß an eine Verar-
mungszone steigt die Elektronendichte n(x) mit zunehmendem Abstand zur Steuerelektrode
an, bis der im Probeninneren vorherrschende Wert erreicht ist. Der Dichteanstieg vollzieht
sich auf einer langen Strecke, die einige µm betragen kann. Es wird erwartet [Chk92], daß bei
gea¨tzten Probenra¨ndern a¨hnliche La¨ngen maßgeblich sind.
Angesichts einer Elektronendichte, die auf der Skala der magnetischen La¨nge flach an-
steigt, wu¨rde man zuna¨chst wie in Abb. 1.11a ein flach und monoton auslaufendes Potenti-
al erwarten, dem die Landau-Ba¨nder unter Beibehaltung einer konstanten Aufspaltung fol-
gen. Tatsa¨chlich ergibt jedoch in [Chk92] eine semiklassische, elektrostatische Rechnung, daß
Abschirmeffekte zu einer Bandstruktur mit alternierenden kompressiblen und inkompressi-
blen Bereichen fu¨hren (Abb. 1.11b). Die Schnittpunkte zwischen der Fermi-Energie und den
Landau-Ba¨ndern in Abb. 1.11a entarten also zu Bereichen konstanter Energie. Diese Plateaus
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Abb. 1.11. (a) Landau-Ba¨nder folgen im Einteilchenbild dem flach auslaufenden Randpoten-
tial (grau unterlegt). An den Schnittpunkten mit dem Fermi-Niveau befinden sich die Rand-
kana¨le. (b) Chklovskii-Bild [Chk92]: Abschirmungseffekte in Bereichen mit nichtganzzahligem
Fu¨llfaktor fu¨hren zu teilbesetzten Plateaus, die stromfu¨hrende kompressible Streifen entlang
des Probenrandes bilden. Innerhalb der inkompressiblen Streifen steigen die vollsta¨ndig be-
setzten Landau-Ba¨nder um ℏωc an.
sind einige 100 nm breit und stellen streifenfo¨rmige Randkana¨le dar, die nur teilweise gefu¨llt
sind, so daß das elektrische Feld in ihrem Inneren vollsta¨ndig abgeschirmt werden kann. Man
bezeichnet die Streifen als kompressibel, weil in ihrem Gebiet eine infinitesimale A¨nderung der
Elektronendichte mit einer stetigen A¨nderung des chemischen Potentials einhergeht [Eza00].
Die kompressiblen Streifen sind durch deutlich schma¨lere inkompressible Streifen getrennt,
in denen der Fu¨llfaktor ganzzahlig ist und aufgrund der fehlenden Abschirmung ein starkes
Potentialgefa¨lle vorherrscht.
Die Dispersion an einer endlich hohen Barriere (Abb. 1.9a) beruht auf Voraussetzungen,
die denen des Chklovskii-Bildes entgegengesetzt sind. Trotz der vordergru¨ndigen A¨hnlichkeit
liegen auch im Ergebnis grundsa¨tzliche Unterschiede vor. So existieren an der endlichen Po-
tentialstufe Randkana¨le im eigentlichen Sinn nur fu¨r Zustandsenergien mit εnk < v. In diesem
Energiebereich ist die Dispersion jedoch noch ohne Stufen. Diese treten erst fu¨r εnk ≥ v auf,
wenn eine Mischung zwischen Randzusta¨nden der unteren und Volumenzusta¨nden der obe-
ren Potentialebene stattfindet. Fu¨r eine Fermi-Energie EF ≥ V + 12ℏωc hat man zwar eine
a¨hnliche Situation wie im Chklovskii-Bild, jedoch liegen in dem Bereich der Potentialstufe
keine Randzusta¨nde, denn diese befinden sich bei einer realen Probe erst an der tatsa¨chlichen
Berandung. Die Plateaus im U¨bergangsbereich der Dispersion in Abb. 1.9a ru¨hren daher,
daß fu¨r steigendes X der Schwerpunkt der Aufenthaltswahrscheinlichkeit streckenweise hin-
ter dem Leitzentrum zuru¨ckbleibt. Mit jedem Wellenberg, der die Potentialstufe u¨berwindet,
erreicht die Zustandsenergie das na¨chste Plateau. Entsprechend stimmt die Anzahl der Zwi-
schenplateaus mit dem Bandindex u¨berein. In [Bar94] wird dieser Effekt fu¨r die ersten beiden
Landau-Ba¨nder diskutiert. Ein entscheidender Unterschied zum Chklovskii-Bild besteht dar-
in, daß die Dispersion an einer scharfen Potentialstufe von der Fermi-Energie bzw. dem Fu¨ll-
faktor unabha¨ngig ist, wa¨hrend die kompressiblen Streifen bei einem flachen Randpotential
stets mit der Fermi-Energie zusammenfallen.
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Die Gu¨ltigkeit von Einteilchendispersionen fu¨r Vielteilchensysteme untersuchten Huber,
Grayson et al. an Elektronensystemen in CEO-Strukturen [Gra04a, Hub05]. Es wurde ei-
ne impulsaufgelo¨sten Spektroskopie von Randkana¨len an einer im zweiten Wachstumsschritt
hergestellten Tunnelbarriere durchgefu¨hrt. Als Abstand zwischen den Randkana¨len ergaben
sich Werte, die kleiner als die magnetische La¨nge sind. An scharfen, durch Heterou¨berga¨nge
hervorgerufenen Stufen des Leitungsbandverlaufs trifft also das Chklovskii-Bild nicht zu, und
eine quantenmechanische Einteilchenrechnung wie die aus Abschnitt 1.4 ist auch fu¨r ein Viel-
teilchensystem gu¨ltig. Wa¨hrend Huber et al. ein zweidimensionales Elektronensystem unter-
suchten, wurde von Snell et al. ein Landau-quantisiertes dreidimensionales Elektronensystem
studiert [Sne87]. Auch hier konnte mit der Messung des Tunnelstroms eine Landau-Dispersion
besta¨tigt werden, die im Rahmen einer Einteilchenrechnung gewonnen wurde (Gl. 1.64).
1.6 Zusammenfassung
Im zweidimensionalen Elektronensystem fu¨hrt ein senkrechtes Magnetfeld zur Kopplung der
Komponenten des Elektronenimpulses. Sofern das durch den Leitungsbandverlauf bestimmte
Potential nur in einer Richtung variiert, ist es in der Landau-Eichung mo¨glich, das zweidi-
mensionale System auf ein eindimensionales Problem zu reduzieren. Der maßgebliche Poten-
tialverlauf kann in den Heterostrukturen dieser Arbeit in guter Na¨herung als abschnittswei-
se konstant angesehen werden. Das ermo¨glicht die Darstellung des Lo¨sungsspektrums der
Schro¨dinger-Gleichung durch eine Basis aus Parabolischen Zylinderfunktionen. Einen Spezi-
alfall dieser Wellenfunktionen stellen die Hermiteschen Funktionen als Lo¨sungen des harmoni-
schen Oszillators dar. Sie beschreiben nichtdispersive Volumenzusta¨nde, die von Potentialva-
riationen unbeeinflußt sind. Die Stetigkeitsbedingungen an den Potentialstufen mu¨ssen von
der abschnittsweise definierten Gesamtwellenfunktion simultan erfu¨llt werden. Die Lo¨sung
des entsprechenden Gleichungssystems ergibt nicht nur den Verlauf der Landau-Ba¨nder in
beliebiger Genauigkeit, sondern die Wellenfunktionen ko¨nnen im Gegensatz zu einer rein nu-
merischen Rechnung (etwa auf einem Gitter [Tak00]) in sehr kompakter Weise durch einen
Satz von Mischungsparametern und Energieeigenwerten repra¨sentiert werden.
Anhand der Schro¨dinger-Gleichung wurden in diesem Kapitel zuna¨chst die fundamentalen
Eigenschaften der dispersiven Landau-Zusta¨nde erarbeitet. Eine besondere Bedeutung kommt
dabei dem Leitzentrum zu. Es unterliegt denselben Erhaltungssa¨tzen wie der Kristallimpuls
und ermo¨glicht die Auftragung der Dispersion im Ortsraum. Am Beispiel eines unendlich ho-
hen Randpotentials konnte der U¨bergang von Volumen- zu Randzusta¨nden und die Invarianz
der Dispersion bezu¨glich des Magnetfeldes studiert werden. Ein Ansatz mit Parabolischen
Zylinderfunktionen ist – nicht zuletzt wegen der umfangreichen Literatur daru¨ber – einfacher
zu handhaben als der a¨quivalente Funktionsausdruck von MacDonald und Strˇeda. Fu¨r die
nur in numerischen Werten vorliegende Dispersion wurde eine verbesserte Na¨herungsformel
gefunden. In der Umgebung einer endlich hohen Potentialstufe weist die Bandstruktur Merk-
male auf, die auch im Falle einer Tunnelbarriere anzutreffen sind. Neben der oszillatorischen
Struktur sind das vor allem Antikreuzungen, die sich zwischen Randzusta¨nden im Grund-
zustand und der Landau-Leiter der Volumenzusta¨nde der oberen Potentialebene ausbilden.
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Die vermeintlichen Parallelen zum Chklovskii-Bild, das ein am Rand elektrostatisch einge-
schra¨nktes Elektronensystem beschreibt, wurden zum Anlaß genommen, die Gu¨ltigkeit der
hier durchgefu¨hrten Einteilchenrechnung fu¨r das reale Vielteilchenproblem zu untermauern.
Kapitel 2
Bandstruktur an einer
Tunnelbarriere
Nachdem im vorherigen Kapitel ein allgemeiner Lo¨sungsweg zur Bestimmung der Landau-
Zusta¨nde in einem zweidimensionalen Elektronensystem mit unidirektionaler Modulation ent-
wickelt wurde, soll nun im speziellen die Bandstruktur an einer Tunnelbarriere berechnet und
diskutiert werden. Wa¨hrend bereits vorhandene Na¨herungsmethoden Bedingungen an die
Kopplungssta¨rke stellen [Ho94] oder die Form der Barriere nicht beru¨cksichtigen [Tak00], gilt
die vorgestellte Lo¨sungsmethode fu¨r eine rechteckige Barriere von beliebiger Breite und Ho¨he.
Zur Analyse der experimentellen Ergebnisse dieser Arbeit wird zwar nur die Bandstruktur
schwach gekoppelter Elektronensysteme beno¨tigt, das Lo¨sungsverfahren kann aber auch zur
Berechnung der Landau-Dispersion an Barrieren mit niedriger oder negativer (Quantendraht)
Ho¨he unvera¨ndert eingesetzt werden.
Den ersten Schwerpunkt dieses Kapitels bildet die Darstellung eines robusten Algorith-
mus zur Lo¨sung des Gleichungssystems. Letzteres ergibt sich aus den Stetigkeitsbedingungen
fu¨r die Gesamtwellenfunktion an beiden Potentialstufen. Anhand der Grenzfa¨lle der star-
ken und schwachen Kopplung benachbarter Elektronensysteme werden die Eigenschaften des
Energiespektrums und der zugeho¨rigen Wellenfunktionen diskutiert. Die Ergebnisse bilden
den Ausgangspunkt fu¨r das in Kapitel 3 entwickelte Modell u¨ber das Verhalten des Tunnel-
stroms in Abha¨ngigkeit von Magnetfeld und Fermi-Energie. Abschließend behandelt dieses
Kapitel die Bandstruktur an einer Tunnelbarriere mit angelegter Vorspannung und die eines
Elektronensystems mit eingebettetem Quantendraht.
2.1 Eigenwertproblem
Im folgenden betrachten wir das unendlich ausgedehnte zweidimensionale System, das in Abb.
2.1 skizziert ist. Es entha¨lt eine rechteckige Barriere, die in x-Richtung auf der La¨nge a das
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Potential V0 aufweist und in y-Richtung konstant ist. Der Potentialverlauf lautet also
V (x) =

0 x < −a/2;
V0 |x| ≤ a/2;
0 x > a/2
bzw. v(ξ) =

0 ξ < −12 aℓ − Xℓ ;
v −12 aℓ − Xℓ ≤ ξ ≤ 12 aℓ − Xℓ ;
0 12
a
ℓ − Xℓ < ξ,
wobei v = V0/ℏωc gilt. Wa¨hrend außerhalb der Barriere dieselben Wellenfunktionen wie bei
der endlich hohen Potentialstufe in Abschnitt 1.5 angesetzt werden ko¨nnen, ist innerhalb
der Barriere gema¨ß Fall iii) in Abschnitt 1.3.3 das komplette Fundamentalsystem (1.53) zu
verwenden. Die Ortsposition der linken (
”
−“) bzw. rechten (
”
+“) Flanke der Barriere wird
ab jetzt mit
ξ± = ± a
2ℓ
− X
ℓ
(2.1)
abgeku¨rzt. Mit den Skalierungsfaktoren α± und dem Normierungsfaktor γ lautet die stetige
und auf Eins normierte Gesamtwellenfunktion in Richtung der Potentialmodulation:
ϕˆnk(ξ) = γ

α−Dεnk(−ξ
√
2) ξ < ξ−;
Dεnk−v(−ξ
√
2) + βnkDεnk−v(ξ
√
2) ξ− ≤ ξ ≤ ξ+;
α+Dεnk(ξ
√
2) ξ+ < ξ.
(2.2)
Wie in Abschnitt 1.3.4 ausgefu¨hrt wurde, genu¨gt es, wenn α± und γ erst der nach Lo¨sung
des Eigenwertproblems von εnk bestimmt werden. Die Gesamtwellenfunktion ϕnk(ξ) in der
Definition von (1.41) geht aus (2.2) mit α± = γ = 1 hervor. Unter Verwendung der Ab-
leitungsformel (1.51) ergibt das Einsetzen in (1.57) zusammen mit der Bedingung fu¨r eine
normierte Aufenthaltswahrscheinlichkeit folgendes System mit fu¨nf Gleichungen:
α±Dεnk(±ξ±
√
2)−Dεnk−v(−ξ±
√
2) + βnkDεnk−v(ξ±
√
2) = 0, (2.3a)
∓Dεnk+1(±ξ±
√
2)Dεnk−v(−ξ±
√
2)∓ βnkDεnk+1(±ξ±
√
2)Dεnk−v(ξ±
√
2)−
−Dεnk(±ξ±
√
2)Dεnk−v+1(−ξ±
√
2) + βnkDεnk(±ξ±
√
2)Dεnk−v+1(ξ±
√
2) = 0,
(2.3b)
1−
∫ +∞
−∞
ϕˆ2nk(ξ) dξ = 0. (2.3c)
Dieses Gleichungssystem bestimmt die fu¨nf Unbekannten εnk, βnk, α−, α+ und γ. Das Kern-
problem besteht dabei im simultanen Lo¨sen der beiden Gleichungen (2.3b), die den Energie-
eigenwert εnk und das Gewichtungsverha¨ltnis βnk festlegen. Eine stetige Gesamtwellenfunk-
tion erha¨lt man durch Berechnung der Skalierungsfaktoren α± anhand von (2.3a). Schließlich
ist der Normierungsfaktor γ durch (2.3c) gegeben.
Bei der Lo¨sung des Gleichungssystems (2.3) ist zu beru¨cksichtigen, daß dieses auch von
Scheinlo¨sungen erfu¨llt wird, siehe Abschnitt 1.3.5, Fall iii). Im mittleren Intervall (|x| ≤ a/2)
stellt sich die Teilwellenfunktion als Linearkombination beider Parabolischer Zylinderfunk-
tionen dar. Fu¨r ganzzahliges (εnk − v) und dem durch (1.58) gegebenen Parameter βnk wird
sie identisch gleich Null. Diese Fa¨lle schließt das folgende Verfahren im vorhinein aus.
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Abb. 2.1. (a) Schematische Schnittzeichnung der Probenstruktur, die in Kapitel 4 vorgestellt
wird. Das in der (110)-Ebene liegende 2DES entha¨lt eine Barriere, die beim (001)-Wachstum
hergestellt wurde. (b) Das Potential entlang der x-Richtung ist durch den Leitungsbandver-
lauf der Struktur bestimmt.
2.2 Lo¨sungsverfahren
Um die Landau-Bandstruktur fu¨r das System in Abb. 2.1 zu erhalten, sind alle Lo¨sungen
von (2.3b) in einem bestimmten Bereich des Leitzentrums und der Zustandsenergie zu er-
mitteln. Fu¨r ein herausgegriffenes X ∈ [Xmin;Xmax] gilt es also, alle Lo¨sungstupel (εnk;βnk)
mit εnk ∈ [εmin; εmax] zu bestimmen. Dieses Ziel ist mit Standardverfahren zur Lo¨sung von
Gleichungssystemen nicht zu erreichen. Die Verfahren finden zwar immer eine Lo¨sung in dem
zweidimensionalen Parameterraum, und zwar in beliebiger Genauigkeit. Aber sie scheitern an
der Aufgabe, alle Landau-Zusta¨nde im interessierenden Energiebereich zu finden. Das liegt
daran, daß diesen Algorithmen weder die Anzahl der Lo¨sungen noch deren ungefa¨hre Lage
bekannt ist, was jedoch notwendig wa¨re, um jeweils geeignete Anfangsbedingungen zu setzen.
Selbst wenn Standardverfahren versuchen, mehrere Lo¨sungen aufzufinden1, so mißlingt
dies aufgrund der starken Nichtlinearita¨t des Gleichungssystems. Wie in Abb. 1.4 zu sehen ist,
fu¨hrt bei den Parabolischen Zylinderfunktionen bereits eine kleine A¨nderung des Grades εnk−
vi unter Umsta¨nden zu einem Vorzeichenwechsel der Divergenz, die bei großen Argumenten
auftritt. Die dann vera¨nderte Knotenzahl der Wellenfunktion kann dazu fu¨hren, daß selbst
eine bereits eingegrenzte Lo¨sung kurz vor der Konvergenz wieder verloren geht. Ein weiteres
Problem stellt das Ungleichgewicht der Wertebereiche von εnk und βnk dar. Wa¨hrend der
Energieeigenwert in Bereichen zu suchen ist, die sowohl im Absolutwert als auch in ihrer
Ausdehnung von der Gro¨ßenordnung Eins sind, nimmt das Gewichtungsverha¨ltnis βnk zum
Teil sehr kleine (etwa: 10−100) oder auch sehr große Werte (etwa: 10100) an.
Nur mit einem dedizierten Lo¨sungsverfahren, das die speziellen Eigenschaften des Glei-
chungssystems (2.3b) und der dadurch bestimmten Wellenfunktionen beru¨cksichtigt, kann
eine nahezu lu¨ckenlose Bandstruktur berechnet werden. Im Rahmen dieser Arbeit wurde ein
solcher Algorithmus entworfen. In einem vorgegebenen Energieintervall werden zwar auch mit
diesem nicht zwangsla¨ufig alle Lo¨sungen gefunden. Im Gegensatz zu weniger robusten Verfah-
ren, die wie in Abschnitt 1.5 jedes Band einzeln durch sukzessive Variation des Leitzentrums
berechnen, besteht jedoch nicht das Problem, daß ganze A¨ste der Dispersion ausgelassen wer-
1Die Funktion fsolve in Maple® ermittelt ausschließlich bei Polynomen mehrfache Lo¨sungen.
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Abb. 2.2. Der zweidimensionale Lo¨sungs- bzw. Phasenraum (εk;βk) fu¨r B = 9,2 T, X =
−1,8 ℓ bei einer Barriere der Ho¨he v = 3 und Breite a = 179 A˚ = 2,12 ℓ. Die Stetigkeitsbe-
dingung (2.3b) auf der linken (rechten) Flanke der Barriere ist fu¨r Punkte auf der schwarzen
(grauen) Kurve erfu¨llt. Die Schnittpunkte © repra¨sentieren die Eigenzusta¨nde (εnk;βnk) des
Systems (komplette Bandstruktur in Abb. 2.5). Die Scheinlo¨sungen (1.58) sind mit dem Sym-
bol ¤ gekennzeichnet. Wa¨hrend β−k (εk) stetig ist, weist die Funktion β
+
k (εk) in dem gewa¨hlten
Energieintervall sieben Singularita¨ten auf. Die Ordinatenachse ist mit der Arkustangens-
Funktion verzerrt, um gleichermaßen Lo¨sungen mit kleinem und sehr großem βk darstellen
zu ko¨nnen.
den, was bei der komplexen Bandstruktur an einer Tunnelbarriere nur durch sehr aufwendige
heuristische U¨berlegungen zu vermeiden wa¨re.
Separierung des Gleichungssystems
Anstatt die Parameter εnk und βnk gema¨ß dem Gleichungssystem (2.3b) gleichzeitig zu be-
stimmen, besteht der Ansatz darin, beide Gleichungen separat fu¨r eine der beiden Unbekann-
ten zu lo¨sen. Die Mo¨glichkeit, εnk in Abha¨ngigkeit von βnk zu berechnen, scheidet dabei aus.
Da die Anzahl der Wellenberge von ϕnk mit εnk variiert, ga¨be es mehrfache Lo¨sungen fu¨r εnk,
weshalb gegenu¨ber einem direkt auf (2.3b) angewendeten Standardverfahren nichts gewon-
nen wa¨re. Dahingegen ergibt das Auflo¨sen der Gleichungen nach βnk jeweils genau einen
Wert, so daß man entsprechende Funktionen β±k (εk) definieren kann, die nun die Stetigkeits-
bedingung fu¨r die Wellenfunktion an den Stellen ξ± darstellen. Fu¨r β
±
k (εk) liegt zwar kein
analytischer Ausdruck vor, der Funktionswert kann jedoch zuverla¨ssig mit numerischen Ver-
fahren bestimmt werden. Mit der Definition der Parameterfunktionen β±k (εk) reduziert sich
das System (2.3b) auf die einzelne Gleichung β−k (εk) = β
+
k (εk). Wie aus Abb. 2.2 ersichtlich
ist, besteht die Aufgabe nun in der Bestimmung der Schnittpunkte zweier Funktionen.
Durch Scheinlo¨sungen bestimmte Schnittpunkte sind durch (1.58) im vorhinein bekannt
und befinden sich bei εk = v + m mit m ∈ N. Die anderen Schnittpunkte im Intervall
[εmink ; ε
max
k ] ko¨nnen mit einem einfachen Rasterverfahren grob lokalisiert werden. Selbst bei
den Antikreuzungen (Abschnitt 1.5.2) von schwach gekoppelten Elektronensystemen (vgl.
Abb. 2.6b) liegen die Lo¨sungen so weit auseinander, daß eine Schrittweite von ∆εk = 0,01
in der Regel ausreichend ist. Wenn die Gewichtungsverha¨ltnisse β±k fu¨r zwei im Raster be-
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Scheinlo¨sungen (Gl. 1.58) bzw. Singularita¨ten von β±k (εk). In der Schnittmenge der hellgrauen
Bereiche werden die Landau-Zusta¨nde anhand eines geometrischen Kriteriums ermittelt.
nachbarte εk-Werte bekannt sind, kann anhand eines einfachen geometrischen Kriteriums
entschieden werden, ob dazwischen ein Schnittpunkt und damit eine Lo¨sung vorliegt.
Die Singularita¨ten von β±k (εk) erschweren die Rastersuche nach Schnittpunkten erheb-
lich. Die Lo¨sungen liegen ha¨ufig in unmittelbarer Na¨he zu Singularita¨ten, was in Abb. 2.2
beispielsweise fu¨r das 0. bis 3. Landau-Niveau zutrifft. Die Rastermethode funktioniert aber
nur fehlerfrei, wenn β−k (εk) und β
+
k (εk) in dem untersuchten Gebiet stetig sind. Die Singula-
rita¨ten sind also bei einem Lo¨sungsverfahren in besonderer Weise zu beru¨cksichtigen, wozu
sie zuna¨chst innerhalb von kleinen Intervallen eingegrenzt werden.
Einteilung in Intervalle
Auch die Singularita¨ten von β±k (εk) kann man durch Rasterung bezu¨glich εk grob lokalisie-
ren. Bei den Definitionslu¨cken handelt es sich immer um Polstellen mit Vorzeichenwechsel.
Zwischen zwei Rasterpunkten liegt dann eine Singularita¨t von β±k (εk) vor, wenn β
±
k (εk) und
∆β±k (εk) gleichzeitig einen Vorzeichenwechsel vollziehen.
2 Die Singularita¨ten liegen in der Re-
gel so weit voneinander entfernt (Abb. 2.2), daß eine Schrittweite von ∆εk = 0,01 ausreicht.
Die Lokalisierung der Singularita¨ten ist in ihrer Genauigkeit das Rastermaß ∆εk bestimmt
und sie kann durch ein einfaches Iterationsverfahren weiter verfeinert werden. Die Methode
der Intervallhalbierungen erfordert genau3
N fein =
⌈
log(∆εk)− log(∆εfeink )
log(2)
⌉
(2.4)
Iterationsschritte, um die Breite des Intervalls auf ∆εfeink zu verkleinern. So beno¨tigt man
beispielsweise 14 Schritte zur Erreichung einer Genauigkeit von ∆εfeink = 10
−6. Die Intervalle
ko¨nnen allerdings nicht beliebig klein gemacht werden, weil sich das Konvergenzverhalten der
numerischen Auswertung der divergierenden Parameterfunktion mit zunehmender Na¨he zur
Singularita¨t verschlechtert.
2∆β±k (εk) = β
±
k (εk)− β±k (εk −∆εk).
3⌈x⌉ bezeichnet die kleinste ganze Zahl, die gro¨ßer oder gleich x ist.
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Wenn den Scheinlo¨sungen analog zu den Singularita¨ten Intervalle zugewiesen werden, ver-
mag man sie in gleicher Weise bei der Suche nach Schnittpunkten von β±k (εk) auszuschließen.
Die Intervalle ko¨nnen entsprechend der Rechengenauigkeit sehr eng gesetzt werden, etwa:
]v + m − 10−10; v + m + 10−10[ mit m ∈ N und εmink ≤ v + m ≤ εmaxk . Es ist prinzipiell
mo¨glich, daß sich die Intervalle fu¨r Singularita¨ten und Scheinlo¨sungen u¨berlappen, so wie
das etwa in Abb. 2.2 fu¨r εk ≈ 3 beinahe der Fall ist. Die Ha¨ufigkeit der U¨berscheidungen
kann zwar durch schma¨lere Intervalle stark herabgesetzt werden. Zur Wahrung eines stabilen
Programmablaufs ist es trotzdem unerla¨ßlich, etwaige U¨berlappungen in besonderer Weise
zu beru¨cksichtigen. Wie in Abb. 2.3 demonstriert wird, muß hierzu in dem Energieintervall
[εmink ; ε
max
k ] die Schnittmenge der Intervalle (hellgrau) ohne Singularita¨t oder Scheinlo¨sung be-
stimmt werden. In den so gewonnenen Bereichen
[
ε
(j),min
k ; ε
(j),max
k
]
ist dann eine Suche nach
den Schnittpunkte der Parameterfunktionen β±k (εk) ohne den sto¨renden Einfluß von Singu-
larita¨ten mo¨glich, wobei die Scheinlo¨sungen automatisch von dem Verfahren ausgeschlossen
sind.
Lo¨sungen
Aufgrund der endlichen Gro¨ße der Intervalle um die Singularita¨ten ist es unvermeidlich,
daß bestimmte Lo¨sungen auch innerhalb von
]
ε
(j),max
k ; ε
(j+1),min
k
[
zu liegen kommen. Dies
ist jedoch unproblematisch, weil sich Lo¨sungen in unmittelbarer Na¨he zu (extrem schmalen)
Singularita¨ten ohnehin nur schlecht oder gar nicht als Schnittpunkt der Parameterfunktionen
berechnen lassen. Sie bedu¨rfen vielmehr einer speziellen Lokalisierungsmethode. Wenn sich
eine Lo¨sung in
[
ε
(j),min
k ; ε
(j),max
k
]
befindet, also weder in einem Intervall der Singularita¨ten
noch der Scheinlo¨sungen liegt, erlaubt die Methode I in zuverla¨ssiger Weise, sie als Schnitt-
punkt von β±k (εk) zu erkennen. Eine Lo¨sung innerhalb des Intervalls einer Singularita¨t kann
hingegen mit der Methode II, die ohne die Auswertung der jeweils divergierenden Parameter-
funktion auskommt, entdeckt und genau bestimmt werden.
Methode I: Bei der Suche nach Schnittpunkten ist das Rastermaß ∆ε
(j)
k = 0,01 fu¨r jedes
Intervall so anzupassen, daß
(
ε
(j),max
k − ε(j),mink
)/
∆ε
(j)
k eine ganze Zahl und mindestens gleich
drei ist. Zuna¨chst kann versucht werden, die bei der Rasterung entdeckten Lo¨sungen mit
einem Standardverfahren fu¨r Gleichungssysteme zu pra¨zisieren. Entsprechend der groben
Lokalisierung sollte dabei der Wertebereich von εk beschra¨nkt werden, um das Springen zu
einer anderen Lo¨sung zu verhindern. Da βk innerhalb des Wertebereichs von εk eindeutig
bestimmt ist, brauchen fu¨r diese Unbekannte keine Bereichsgrenzen vorgegeben zu werden.
Wenn das Standardverfahren scheitert, was eher die Regel als die Ausnahme ist und was
in Abb. 2.2 fu¨r die Lo¨sungen mit n < 4 gilt, kann man die Lo¨sung stattdessen mit der Methode
der Intervallhalbierung weiter isolieren, wozu genau N fein Iterationsschritte (Gl. 2.4) beno¨tigt
werden. Ein alternatives Verfahren besteht darin, die Intervallgrenzen fu¨r die aufgefundene
Lo¨sung unter Verwendung einer Interpolation des Schnittpunktes von β±k (εk) einzuengen. Ein
solches Interpolationsverfahren weist jedoch vor allem in der Umgebung von Singularita¨ten
oder Stufen (beides bei εk ≈ 3 in Abb. 2.2) der Parameterfunktionen aufgrund der dort
vorherrschenden starken Nichtlinearita¨t von β±k (εk) ein schlechtes Konvergenzverhalten auf,
weshalb es meist deutlich langsamer ist als die einfachere Methode der Intervallhalbierungen.
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Abb. 2.4. Illustration zur Methode II; Phasenraum fu¨r B = 1,84 T, X = −4,5 ℓ bei einer
Barriere der Ho¨he V0 = 268 meV = 85 ℏωc und Breite a = 52 A˚ = 0,28 ℓ. Die schmalen
Singularita¨ten von β+k ko¨nnen bei einer Schrittweite von ∆εk = 0,001 erst fu¨r εk & 4 aufgelo¨st
werden. Die Funktion β−k (εk) ist in dem dargestellten Energieintervall stetig. Die mit der
Methode II erhaltenen Eigenwerte sind mit © gekennzeichnet. Die Lo¨sung ¤ wurde mit
Methode I als Schnittpunkt von β±k (εk) bestimmt. Die vollsta¨ndige Bandstruktur findet sich
in Abb. 2.6.
Methode II: In bestimmten Bereichen der Dispersion sind die Singularita¨ten von β±k (εk) so
extrem schmal, daß die Rechengenauigkeit nicht hoch genug ist, um den Schnittpunkt der Pa-
rameterfunktionen mit Hilfe der Methode I zu bestimmen. Dieses Problem tritt insbesondere
an den Ausla¨ufern der Dispersion, am U¨bergang zu Volumenzusta¨nden auf. So bereitet es im
Beispiel von Abb. 2.4 Schwierigkeiten, fu¨r εk . 4 die Singularita¨ten von β
+
k (εk) aufzufinden.
Die Zusta¨nde mit dem Leitzentrum X = −4,5 ℓ haben in der Barriere eine nur sehr geringe
Aufenthaltswahrscheinlichkeit. Folglich dominiert in dem Intervall [ξ−; ξ+] diejenige Parabo-
lische Zylinderfunktion (Gl. 2.2), die fu¨r ξ → −∞ divergiert (Abb. 1.4). Entsprechend ergibt
die Stetigkeitsbedingung fu¨r die Gesamtwellenfunktion bei ξ− ein β
−
k (εk) mit großen Werten
und stetigem Verhalten. Die Schnittpunkte mit den positiven Polen der scharfen Singula-
rita¨ten von β+k (εk) ko¨nnen nicht direkt bestimmt werden. Weil es aber klar ist, daß es einen
solchen Schnittpunkt gegeben muß, genu¨gt es jeweils, die Singularita¨t so weit wie mo¨glich
einzugrenzen und den Wert von β−k (εk) in der Mitte dieses Intervalls zu nehmen.
Alle Lo¨sungen in Abb. 2.4 haben bezu¨glich der Energie denselben Unsicherheitsbereich
∆εnk = 10
−6. Die Genauigkeit von βnk ha¨ngt hingegen von der verwendeten Lo¨sungsmethode
ab. Das 5. bis 7. Landau-Niveau wurden mit der Methode II bestimmt. Wegen der Stetig-
keit der Funktion β−k (εk) kann das Gewichtungsverha¨ltnis als βnk = β
−
k (εnk) sehr pra¨zise
bestimmt werden. Die Lo¨sung fu¨r das 8. Niveau in Abb. 2.4 liegt außerhalb des Intervalls der
benachbarten Singularita¨t, so daß hier die Methode I zur Anwendung kam. Diese bestimmt
na¨herungsweise den Schnittpunkt beider Parameterfunktionen und liefert wegen der Steil-
heit von β+k (εk) einen etwas ungenaueren Wert fu¨r βnk als man hierfu¨r mit der Methode II
erhalten ha¨tte.
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Implementierung
Das dargestellte Lo¨sungsverfahren wurde mit dem Computer-Algebrasystem Maple4 reali-
siert. Dieses Programm beherrscht nicht nur symbolische Mathematik, sondern auch nume-
rische Verfahren, die mit einer beliebig hohen Zahl an geltenden Ziffern durchgefu¨hrt werden
ko¨nnen. Da Maple ferner eine vollsta¨ndige Programmiersprache beinhaltet, eignet es sich
sehr gut zur Implementierung von komplexen numerischen Algorithmen. Der Nachteil der
stark reduzierten Geschwindigkeit von interpretiertem Programmkode wird durch entschei-
dende Vorteile wettgemacht: Der Funktionswert der Parabolischen Zylinderfunktion kann in
beliebiger Genauigkeit bestimmt werden und es wird eine Routine zur numerischen Lo¨sung
von Gleichungssystemen bereitgestellt, die, wenngleich sie zumeist an (2.3b) scheitert, die
zuverla¨ssige Berechnung der Parameterfunktionen β±k (εk) ermo¨glicht.
Das Konvergenzverhalten der numerischen Berechnung von Dε(ξ
√
2) verschlechtert sich
im allgemeinen mit zunehmender Gro¨ße des Arguments. Dies gilt insbesondere dann, wenn
wie mit (1.45) eine Darstellung verwendet wird, die auf die konfluente hypergeometrische
Funktion zuru¨ckgreift [Tem00, Tem03]. Einer Nichtkonvergenz kann allerdings immer mit
der Erho¨hung der Anzahl der geltenden Ziffern begegnet werden. In dieser Hinsicht kritisch
sind dabei vor allem Argumente, die deutlich außerhalb der Ausdehnung der Hermiteschen
Funktionen (Abb. 1.5) liegen, was fu¨r |ξ| > √2ε+ 1 (Gl. 1.62) der Fall ist. Die Disper-
sionen dieser Arbeit wurden in der Regel mit 40 Stellen umfassenden Fließkommazahlen
berechnet. Es stellte sich heraus, daß der Rechenzeitbedarf des gesamten Lo¨sungsverfahrens
nur unterproportional mit der Zahl der geltenden Ziffern zunimmt. Indem [Xmin;Xmax] in
mehrere Bereiche unterteilt wird, kann die zeitaufwendige Bandstrukturrechnung sehr gut
parallelisiert werden, wobei die Kommandozeilenversion von Maple eine Automatisierung des
gesamten Vorgangs ermo¨glicht.
2.3 Starke Kopplung
Zuna¨chst betrachten wir ein Elektronensystem, das durch eine Barriere moduliert ist, deren
Breite und Ho¨he von der Gro¨ßenordnung der magnetischen La¨nge bzw. der Zyklotron-Energie
sind. Aufgrund der erheblichen Aufenthaltswahrscheinlichkeit innerhalb der Barriere besteht
zwischen den sich an der Potentialerhebung gegenu¨berliegenden Randzusta¨nden eine starke
Kopplung. In Analogie zu der niedrigen Potentialstufe in Abschnitt 1.5 kann eine realistische
Bandstruktur nur durch die Lo¨sung der Schro¨dinger-Gleichung fu¨r das Gesamtsystem erhalten
werden.
Das Beispielsystem, dessen Bandstruktur in Abb. 2.5 dargestellt ist, besitzt eine 3 ℏωc
hohe und 2,12 ℓ breite Barriere. Bei einem Magnetfeld von B = 9,2 T entspricht dies
V0 = 47 meV und a = 179 A˚. Das im vorigen Abschnitt beschriebene Lo¨sungsverfahren er-
gibt eine Anzahl von Eigenzusta¨nden (Xi; εi), ohne daß diese bereits den einzelnen Landau-
Ba¨ndern zugeordnet wa¨ren. Wenn die Ba¨nder wie in Abb. 2.5 genu¨gend scharf getrennt sind,
kann eine solche Zuordnung im wesentlichen manuell durch Abza¨hlung der Landau-Niveaus
erfolgen. Da die Anzahl der Knoten einer Eigenfunktion mit dem Bandindex identisch ist (Ab-
schnitt 1.3.1), kann diese Aufgabe jedoch auch programmgesteuert erledigt werden. Nachdem
4Maple 9.50, Hersteller: Maplesoft, a division of Waterloo Maple Inc., Waterloo, Ontario.
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Abb. 2.5. Dispersionsrelation (durchgezogene Linien) eines Elektronensystems, das eine
niedrige (v = 3) Barriere (grau unterlegt) der Breite a = 2,12 ℓ entha¨lt. Zum Vergleich ist
die Bandstruktur (gestrichelte Linien) dargestellt, die sich an einer Barriere derselben Breite,
jedoch mit unendlich hohem Potential ausbilden wu¨rde (Abb. 1.6a). Die strichpunktierten
Halbparabeln mit ε = 12(X ± a2 )2/ℓ2 − 12 markieren den U¨bergang zwischen Volumen- und
Randzusta¨nden. Der Phasenraum (βk; εk) ist in Abb. 2.2 fu¨r X = −1,8 ℓ dargestellt.
die Skalierungsfaktoren α± von (2.2) gema¨ß (2.3a) berechnet sind, um eine in ihrer Amplitu-
de stetige Gesamtwellenfunktion zu erhalten, ko¨nnen mit einem einfachen Rasterverfahren,
das selbst mit großen Schrittweiten (z. B. ∆ξ = 0,1) funktioniert, die Nulldurchga¨nge der
Eigenfunktion systematisch ausgeza¨hlt werden.
Der U¨bergang zwischen Volumen- und Randzusta¨nden tritt bei einer Tunnelbarriere an
zwei Stellen auf. Die zugeho¨rigen Trennlinien ko¨nnen wie in Abb. 1.6a und 1.9a durch die
Formel (1.61), die sich unmittelbar aus dem magnetischen Einschlußpotential ergibt, darge-
stellt werden. Die Urspru¨nge der strichpunktierten Halbparabeln in Abb. 2.5 fallen dabei mit
der linken bzw. rechten Flanke der Barriere zusammen. Die beiden Kurven schließen mit den
Randzusta¨nden gleichzeitig den Bereich der Bandstruktur ein, der mit dem Lo¨sungsverfah-
ren am zuverla¨ssigsten zu berechnen ist. Fu¨r Zusta¨nde, die ein bis zwei magnetische La¨ngen
außerhalb dieses Bereichs liegen, findet der Algorithmus aufgrund zu schmaler Singularita¨ten
von β±k (εk) (Abb. 2.4, n . 4) keine Lo¨sungen mehr (Endpunkte der durchgezogenen Linien
in Abb. 2.5). Dabei handelt es sich jedoch um Volumenzusta¨nde, deren Wellenfunktion und
Energie ohnehin als Ergebnis der Landau-Quantisierung bei konstantem Potential [Lan30]
bekannt sind.
Wenn das Barrierenpotential deutlich gro¨ßer als die Energie der im Experiment relevan-
ten Landau-Ba¨nder ist, kann die Barriere na¨herungsweise als unendlich hoch angenommen
werden [Sne87, Ho94, Kan00a]. Die Gesamtwellenfunktion ist dann durch (2.2), jedoch mit
verschwindender Amplitude fu¨r ξ ∈ [ξ−; ξ+] gegeben. Die Bandstruktur ergibt sich entspre-
chend als spiegelverkehrte U¨berlagerung von zwei Dispersionsrelationen (gestrichelte Linien
in Abb. 2.5), wie sie in Abschnitt 1.4 berechnet wurden und die um −a2 bzw. +a2 verschoben
sind. Die Modifikation der Bandstruktur durch Antikreuzungen kann dann beispielsweise mit
der Methode von [Ho94] bestimmt werden.5
5Die Ausbildung einer Energielu¨cke wurde qualitativ in Abschnitt 1.5.2 am Beispiel einer niedrigen und
einseitig unendlich ausgedehnten Barriere diskutiert. Die quantitative Beschreibung der Antikreuzungen an
einer Tunnelbarriere mit schwacher Kopplung erfolgt in Abschnitt 2.4.2.
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Wie der Vergleich in Abb. 2.5 zeigt, weist die durch U¨berlagerung gewonnene Band-
struktur trotz der offensichtlichen, starken Abweichungen zu dem Ergebnis der vollsta¨ndig
quantenmechanischen Rechnung Gemeinsamkeiten mit derselben auf. Die als gestrichelte Li-
nien dargestellten Ba¨nder kreuzen sich eigentlich nicht, sondern kommen sich an den (nicht
eingezeichneten) Antikreuzungen nur sehr nahe. Jedes Band besitzt deshalb mehrere Knicke,
deren Anzahl fu¨r das n-te Band 2n + 1 betra¨gt. Dies entspricht genau der Zahl der Ex-
tremalpunkte der durchgezogenen Linien. Trotz der A¨hnlichkeit beider Bandstrukturen ist
klar, daß die quantitativen Unterschiede auch durch eine aufwendigere Na¨herungsrechnung
als die von [Ho94] nicht u¨berbru¨ckbar sind. Dies gilt auch fu¨r qualitative Details: So weist
das 3. Band als Ergebnis einer vollsta¨ndigen Rechnung entgegen der allgemeinen Systematik
bei X = 0 ein Maximum auf. Bei einer niedrigen Barriere sind insgesamt die Unterschiede
der nach [Ho94] konstruierten Bandstruktur zu der Lo¨sung des Gesamtsystems so groß, daß
die Na¨herungslo¨sung im Gegensatz zur schwachen Kopplung nur in Ausnahmefa¨llen sinnvoll
verwendet werden kann.
2.4 Schwache Kopplung
Zwei laterale, durch eine Barriere getrennte Elektronensysteme sind schwach gekoppelt, falls
zwischen den besetzten, gegenu¨berliegenden Randzusta¨nden eine nur geringe U¨berlappung
besteht. Dieser Fall liegt vor, wenn die Breite der Barriere von der Gro¨ßenordnung der magne-
tischen La¨nge ist und das Barrierenpotential die Fermi-Energie deutlich u¨bertrifft (V0 ≫ EF ).
Mit den CEO-Proben dieser Arbeit ist man auf das Regime der schwachen Kopplung be-
schra¨nkt. Denn wie in Kapitel 4 na¨her erla¨utert wird, muß die Barriere einen hohen Alu-
miniumanteil aufweisen, um ein ausreichendes Sperrverhalten gegen Volumenleckstro¨me zu
erzielen.
2.4.1 Bandstruktur
Die Landau-Bandstruktur an einer schmalen, jedoch hohen Barriere ist in Abb. 2.6a darge-
stellt. Wenn die Leitfa¨higkeit eines solchen Systems ohne angelegte Vorspannung gemessen
wird, sind am Tunneltransport nur Zusta¨nde bis zur Fermi-Energie EF beider Elektronenfil-
me beteiligt. Schwache Kopplung liegt dann vor, wenn das Fermi-Niveau um ein Vielfaches
der Zyklotron-Energie unterhalb des Barrierenpotentials liegt, wenn also V0 ≫ EF gilt. Diese
Bedingung ist bei einer Barrierenho¨he von V0 = 268 meV selbst fu¨r hohe Elektronendich-
ten und hohe Magnetfelder erfu¨llt. Da mit den hergestellten Proben ho¨chstens etwa acht
Landau-Niveaus aufzulo¨sen sind, kann als Kriterium fu¨r schwache Kopplung auch V0 ≫ ℏωc
genommen werden.
In Abb. 2.6a sind die Energielu¨cken der Antikreuzungen zu klein, um aufgelo¨st zu werden.
Deshalb muß darauf verzichtet werden, die berechneten Punkte der Bandstruktur mit Linien
zu verbinden. Wa¨hrend bei einer unendlich hohen Potentialstufe die Dispersion auf den Ska-
len der magnetischen La¨nge und der Zyklotron-Energie vom Magnetfeld ga¨nzlich unabha¨ngig
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Abb. 2.6. Bandstruktur an einer Barriere mit V0 = 268 meV und a = 52 A˚. Ihre Berechnung
erfolgte fu¨r B = 1,84 T (2,84 T), wobei v = 85 (55) bzw. a = 0,28 ℓ (0,34 ℓ) gilt. (a) Punkte:
Ergebnis einer quantenmechanischen Rechnung fu¨r das Gesamtsystem. Linien: Bandstruk-
tur fu¨r eine gleich breite, jedoch unendlich hohe Barriere, vgl. Abb. 1.6a und [Ho94]. Diese
Dispersion ist ebenso wie die Barriere (grau unterlegt) nur fu¨r B = 1,84 T abgebildet. Der
Phasenraum fu¨r X = −4,5 ℓ wurde in Abb. 2.4 dargestellt. (b) Vergro¨ßerung des rechteckigen
Bereichs in (a). Die u¨berlappenden Landau-Ba¨nder εLk und εRk zweier ungekoppelter Systeme
im Abstand a sind durch breite Linien dargestellt. Der mit dem oberen Pfeil gekennzeichnete
Schnittpunkt wird fu¨r B = 1,84 → 2,84T um 0,05 ℏωc angehoben. Die Antikreuzung (du¨nne
Linien) trennt die Landau-Ba¨nder ε1k und ε2k des gekoppelten Systems. Mit der Erho¨hung
des Magnetfelds vergro¨ßert sich die Energielu¨cke von ∆ε = 0,013 auf 0,016, wa¨hrend die
Position der Antikreuzung (unterer Pfeil) um 0,02ℏωc verschoben wird.
ist (Abschnitt 1.4.1), hat man es bei einer du¨nnen (a ≈ 0,3 ℓ) und hohen (v & 50) Barrie-
re mit einer Magnetfeldabha¨ngigkeit zu tun, die zwar gering, aber dennoch experimentell
nachweisbar ist (Abschnitt 4.7).
Der schwachen Magnetfeldabha¨ngigkeit entspricht auch, daß sich die Bandstruktur εnk
des Gesamtsystems nur wenig von derjenigen unterscheidet, die man aus der U¨berlagerung
der halbseitigen Dispersionen εLk und εRk zweier ungekoppelter Elektronensysteme erha¨lt. Im
Detail zeigt sich jedoch, daß durchaus bedeutende Unterschiede bestehen, die aus Abb. 2.6b
entnommen werden ko¨nnen. So weicht die energetische Lage des Schnittpunktes von εLk
und εRk (oberer Pfeil) von der Lage der Antikreuzung zwischen ε1k und ε2k (unterer Pfeil)
um etwa 7 % ab. Bei der Positionierung der u¨berlappenden Dispersionen εLk und εRk wird
zwar die korrekte Barrierenbreite a zugrunde gelegt. Da die konstruierte Bandstruktur jedoch
auf der Annahme einer verschwindenden Aufenthaltswahrscheinlichkeit innerhalb der Barriere
beruht, weisen ihre Zusta¨nde gegenu¨ber den Eigenzusta¨nden εnk des gekoppelten Systems eine
ho¨here Energie auf. Die beiden Bandstrukturen εnk und {εLk, εRk} ko¨nnen mit Ausnahme der
Antikreuzungen durch Verschiebung ineinander u¨bergefu¨hrt werden. Elektronenzusta¨nde auf
zueinander parallelen A¨sten der Dispersionen haben also dieselbe Gruppengeschwindigkeit
bzw. einen identischen Impuls (Gl. 1.28).
Die Magnetfeldabha¨ngigkeit von εLk und εRk ist im Vergleich zu der von εnk sta¨rker aus-
gepra¨gt. So bewirkt die Anhebung der Feldamplitude von 1,84 auf 2,84 T eine Verschiebung
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des Schnittpunktes um 0,05 ℏωc, wa¨hrend die Antikreuzung als Ergebnis der Rechnung fu¨r
das Gesamtsystem nur um 0,02 ℏωc versetzt wird. Der versta¨rkte Anstieg beruht darauf, daß
in εLk und εRk bei steigendem Magnetfeld zwar die zunehmende effektive Barrierenbreite
a/ℓ ∝ √B eingeht. Die kompensierende Wirkung der fallenden Barrierenho¨he v ∝ 1/B findet
dagegen keinen Niederschlag in der konstruierten Bandstruktur. In Abschnitt 2.4.2 wird eine
Na¨herungslo¨sung fu¨r die Antikreuzungen an den Schnittpunkten von εLk und εRk diskutiert.
Mit derselben Methode ko¨nnte auch die kopplungs- und magnetfeldabha¨ngige Verschiebung
der Kreuzungspunkte berechnet werden. Darauf wird jedoch zugunsten der vollsta¨ndig quan-
tenmechanischen Rechnung verzichtet.
Die Bandstruktur an einer Barriere mit rechteckigem Profil ist durch die drei Gro¨ßen a,
V0 und B bestimmt. Wenn die Skalierung der Orts- und Energieachse in Einheiten der ma-
gnetischen La¨nge bzw. der Zyklotron-Energie vorgenommen wird, reduziert sich die Anzahl
der maßgeblichen Parameter auf zwei: Die Bandstruktur ist forminvariant, wenn bei einer
Magnetfelda¨nderung die effektiven Ausmaße der Barriere, also a/ℓ und v, konstant bleiben.
Diese Invarianz ist freilich in der einzelnen Probe mit festem a und V0 nicht realisierbar. Um-
gekehrt kann das Magnetfeld aber dazu verwendet werden, die effektive Form der Barriere und
damit die der Bandstruktur zu variieren. Insbesondere die Lagea¨nderung der Energielu¨cken
auf der Skala von ℏωc ist experimentell zuga¨nglich. Die Untersuchung einer bestimmten An-
tikreuzung bei verschiedenen Magnetfeldern ist nur mo¨glich, wenn mit der Elektronendichte
ein weiterer Parameter frei wa¨hlbar ist. Die Kontrolle u¨ber das Fermi-Niveau ermo¨glicht in
den CEO-Proben dieser Arbeit eine Steuerelektrode, die im zweiten Wachstumsschritt paral-
lel zum unterbrochenen Elektronensystem hergestellt wird (Abschnitt 4.1). Die koordinierte
Variation von Magnetfeld und Elektronendichte erlaubt schließlich die Untersuchung einer
Energielu¨cke bei konstantem Fu¨llfaktor.
2.4.2 Na¨herung fu¨r Antikreuzungen
Die Bandstruktur εnk als Ergebnis der rein quantenmechanischen Rechnung soll nun quantita-
tiv mit der Na¨herungslo¨sung ε˜nk von Tin-Lun Ho verglichen werden. Wie hier wird in [Ho94]
der Fall schwacher Kopplung behandelt, bei dem fu¨r die Energielu¨cke ∆ε ≪ 1 gilt. Die
Landau-Ba¨nder εLk und εRk (Abb. 2.6b) zweier durch eine unendlich hohe Barriere getrenn-
ter Systeme schneiden sich im Punkt (k0; ε0). In der Umgebung des Schnittpunktes ist die
Verwendung von Geradengleichungen an Stelle der leicht gekru¨mmten Ba¨nder mit geringem
Fehler mo¨glich. Beide Dispersionen ko¨nnen als εik = ε0 + vi(k − k0)/ωc geschrieben werden,
wobei vi die Gruppengeschwindigkeit (Gl. 1.28) ist und mit i ∈ {L,R} das linke bzw. rech-
te Elektronensystem bezeichnet wird. Die Na¨herung ε˜nk fu¨r eine Antikreuzung der schwach
gekoppelten Systeme genu¨gt nach [Ho94] der Beziehung
(
ε˜(n+1)k − ε˜nk
)2
= ∆ε2 +
(
εLk − εRk
)2
, (2.5)
wobei ∆ε die Energielu¨cke bei k = k0 bezeichnet. Unter der Nebenbedingung, daß der Mit-
telwert der sich schneidenden Dispersionsa¨ste beibehalten wird, εLk + εRk = ε˜nk + ε˜(n+1)k,
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Abb. 2.7. Vergleich der Lo¨sung der Schro¨-
dinger-Gleichung fu¨r das Gesamtsystem
(QM) mit der Na¨herungslo¨sung (WKB) ge-
ma¨ß [Ho94]. Es gelten dieselben Vorausset-
zungen wie in Abb. 2.6, jedoch wird nur der
Fall B = 1,84 T betrachtet. Die Bandstruk-
tur ε˜nk (Gl. 2.6) ergibt sich aus εLk und εRk
(grau, vgl. Abb. 2.6b) mit ∆ε = 0,014 (Gl.
2.7). Fu¨r εnk sind die gemeinsamen Asym-
ptoten (grau) eingezeichnet.
erha¨lt man
ε˜(n+1n )k
=
εLk + εRk
2
± 1
2
√
∆ε2 + (εLk − εRk)2 (2.6)
als gena¨herte Bandstruktur des Gesamtsystems. Die Entartung am Kreuzungspunkt (k0; ε0)
von εLk und εRk ist nun durch die Energielu¨cke ∆ε aufgehoben. Letztere wird im folgenden
auch als
”
Landau-Bandlu¨cke“ oder kurz
”
Bandlu¨cke“ bezeichnet. Damit ist nicht der globale
minimale Abstand zweier aufeinanderfolgender Landau-Ba¨nder gemeint, sondern prima¨r die
lokale Energielu¨cke im Bereich einer bestimmten Antikreuzung. Zwischen dem n-ten und
(n+1)-ten Band, n ∈ N, gibt es (n+1) Energielu¨cken (Abb. 2.6a), die hier Landau-Bandlu¨cken
”
gleicher Ordnung“ genannt werden.
Zur Bestimmung von ∆ε wird in [Ho94] die WKB-Methode verwendet. Diese stellt zwar
eine schnelle, aber auch eine grobe Abscha¨tzung dar. Denn die Voraussetzung fu¨r eine qua-
siklassische Behandlung, daß die de Broglie-Wellenla¨nge (1.63a) klein gegenu¨ber den Abmes-
sungen der Struktur ist, wird nicht erfu¨llt. Fu¨r die Situation in Abb. 2.6b u¨berschreitet λ
die Barrierenbreite sogar um fast das Zehnfache. Dessenungeachtet betrachten wir hier das
Ergebnis der WKB-Na¨herung. Bei der Kopplung von Zusta¨nden der Energie ε0 entsteht nach
[Ho94] eine Energielu¨cke der Gro¨ße6
∆ε =
3
2π
exp
{
−1
ℏ
+a/2∫
−a/2
√
2m∗
[
V0 −
(
ε0 +
1
2
)
ℏωc
]
dx
}
. (2.7)
Fu¨r die Strukturparameter aus Abb. 2.6 und B = 1,84 T erha¨lt man am Schnittpunkt von
εLk und εRk bei ε0 = 2,2 die Energielu¨cke ∆ε = 0,0139. Trotz der unzureichenden Vorausset-
zung fu¨r eine quasiklassische Rechnung stimmt dieses Ergebnis mit dem quantenmechanisch
bestimmten Wert von 0,013 gut u¨berein.7 Die Magnetfeldabha¨ngigkeit der Energielu¨cke wird
von (2.7) jedoch nur unzula¨nglich beschrieben. Bei einem Anstieg von B = 1,84 T auf 2,84 T
6Vgl. [Lan74a], Aufgabe 3 in §50 (
”
Das Durchdringen eines Potentialwalles“).
7Bei der Anwendung der Formel (2.7) ging in [Ho94] vermutlich eine Zehnerpotenz verloren. Fu¨r B = 10 T,
m∗/me = 0,067, V0 = 1000 meV, ε0 = −1/2 (Vernachla¨ssigung der Zustandsenergie gegenu¨ber V0) und
a = 60 A˚ (100 A˚) erha¨lt man mit (2.7) ∆ε = 1,67 · 10−4 (8,31 · 10−7), wa¨hrend in der Tabelle 1 von [Ho94]
∆ε = 0,038 (0,0071) angegeben ist. Auf letztere Werte kommt man allerdings nur, wenn ein zusa¨tzlicher
Faktor 0,1 unter die Wurzel in (2.7) hinzugenommen wird.
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Abb. 2.8. Ausschnitt der Bandstruktur aus Abb. 2.6a mit normierten Eigenfunktionen des
2. Landau-Bandes fu¨r ε2k = 2,5. Es sind nur die Wellenfunktionen fu¨r Dispersionsa¨ste mit
positiver Steigung eingezeichnet (©). Die korrespondierenden Randzusta¨nde mit Schwerpunkt
im rechten Elektronensystem ( ¤) sind dazu spiegelsymmetrisch.
erha¨lt man eine Ausweitung der Energielu¨cke von ∆ε = 0,0139 auf 0,0143. Damit ist zwar
der Absolutwert der Energielu¨cke von ∆ε = 0,013 (1,84 T) bzw. 0,016 (2,84 T) gut getroffen.
Aber der Anstieg mit dem Magnetfeld betra¨gt weniger als ein Viertel des Wertes, der gema¨ß
der quantenmechanischen Rechnung fu¨r das Gesamtsystem erwartet wird.
In Abb. 2.7 wird die Na¨herungslo¨sung (2.6) dem Ergebnis der vollsta¨ndigen Bandstruk-
turrechnung gegenu¨bergestellt. Eine gute U¨bereinstimmung beider Dispersionen besteht nicht
nur in der Gro¨ße der Bandlu¨cke, sondern auch in der Ausformung der Antikreuzung. Dahin-
gegen differiert die Lage der Energielu¨cken ziemlich stark, was darauf beruht, daß in [Ho94]
die kopplungsbedingte Verschiebung der Dispersionen außer acht gelassen wird. Statt die
Na¨herungslo¨sung ε˜nk entsprechend zu erweitern, wird bei der Auswertung der experimentel-
len Ergebnisse in Abschnitt 4.7 die wesentlich aufwendiger zu berechnende, jedoch exakte
Bandstruktur εnk zugrunde gelegt.
2.4.3 Wellenfunktionen
Bei einer unendlich (Abschnitt 1.4) oder endlich (Abschnitt 1.5) hohen Potentialstufe hat man
monoton ansteigende Landau-Ba¨nder, die jeweils genau einen Schnittpunkt mit der Fermi-
Energie aufweisen. Im Gegensatz dazu schneiden die Landau-Ba¨nder an einer Tunnelbarriere
die Fermi-Kante mehrmals. Wie aus Abb. 2.8 ersichtlich ist, gibt es im n-ten Landau-Band
genau 2(n + 1) Zusta¨nde gleicher Energie, sofern letztere nicht gerade mit einer Bandlu¨cke
oder der Landau-Leiter der Volumenzusta¨nde zusammenfa¨llt. Die Zusta¨nde gleicher Energie
lassen sich gema¨ß ihrem Aufenthaltsschwerpunkt entweder dem linken (©) oder rechten (¤)
Elektronensystem zuordnen. So haben die in Abb. 2.8 wiedergegebenen Wellenfunktionen den
Charakter von Randzusta¨nden, wie sie etwa an einer halbseitig unendlich ausgedehnten Bar-
riere (Abb. 1.6b) auftreten. Beim Vergleich der Randzusta¨nde des linken und rechten Systems
tritt die in Abschnitt 1.2.3 diskutierte Diskrepanz zwischen Leitzentrum und Aufenthaltsort
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Abb. 2.9. (a) Vergro¨ßerung der Antikreuzung aus Abb. 2.6b. (b) Eigenfunktionen fu¨r das
Leitzentrum X = 0,695 ℓ = −k0ℓ2. Die Wellenfunktionen ϕ1k0 und ϕ2k0 des Gesamtsystems
ko¨nnen na¨herungsweise als symmetrische und antisymmetrische Mischung der Randzusta¨nde
ϕLk0 und ϕRk0 der ungekoppelten Teilsysteme dargestellt werden. Die Symbole N und ▽
markieren den Aufenthaltsschwerpunkt von ϕ1k0 bzw. ϕ2k0 .
augenfa¨llig zutage: Trotz der ra¨umlichen Trennung von Zusta¨nden beider Klassen sind die
Leitzentren alternierend verzahnt.
Auch wenn im Maßstab von Abb. 2.8 die Wellenfunktion fu¨r X = 0,92 ℓ scheinbar aus
einem Wellenberg und die fu¨r X = −0,38 ℓ aus zweien besteht, setzen sich diese Eigenfunk-
tionen im 2. Band tatsa¨chlich aus genau drei Wellenbergen zusammen. Letztere befinden sich
zum Teil im Bereich kleiner Amplituden (x & 0) und zwar in der Weise, daß die Wellenfunk-
tion im Bereich großer Aufenthaltswahrscheinlichkeit (x . 0) die Gestalt eines Randzustan-
des an einer hohen Potentialstufe (Abb. 1.6b und 1.9b) annimmt. So besteht der Zustand
mit X = 0,92 ℓ trotz der zwei Knoten im wesentlichen aus einem einzigen Wellenberg. Er
entspricht damit grundsa¨tzlich dem Randzustand gleichen Impulses, der links der Barriere
vorliegen wu¨rde, wenn keine Kopplung mit dem rechten System bestu¨nde.
Sofern das Fermi-Niveau nicht in einer der Energielu¨cken liegt, stellt sich die Situation
an der Tunnelbarriere zusammenfassend folgendermaßen dar: Die Schnittpunkte des Fermi-
Niveaus mit dem oszillatorischen Teil des n-ten Bandes ergeben 2(n + 1) Randkana¨le, die
mit zunehmendem Leitzentrum abwechselnd in negativer (©) und positiver (¤) y-Richtung
propagieren (Gl. 1.28). Die 2(n + 1) Kana¨le das n-ten Landau-Bandes weisen betra¨chtliche
Gemeinsamkeiten mit den Randkana¨len des 0, 1, . . . , n-ten Bandes des linken bzw. rechten
Elektronensystems auf, wenn diese als ungekoppelt angesehen werden.
Elektronen an einer du¨nnen, aber unendlich hohen Barriere sind dauerhaft an einer ihrer
Flanken gefangen. Bei Reduktion der Barrierenho¨he auf einen endlichen Wert wird es fu¨r sie
mo¨glich, auf die andere Seite der Barriere zu tunneln. Je na¨her ein Zustand an einer Antikreu-
zungen der Bandstruktur liegt, desto mehr verlagert sich die Aufenthaltswahrscheinlichkeit in
das gegenu¨berliegende Elektronensystem. Gleichstand wird dabei im Bereich der Bandkanten
erreicht. Fu¨r einen solchen Fall ist in Abb. 2.9a die Antikreuzung vergro¨ßert dargestellt. In
Abb. 2.9b werden die Eigenzusta¨nde ϕnk0 an der Stelle k0 der kleinsten Energielu¨cke wie-
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dergegeben. Wie im Abschnitt 1.5.2 fu¨r den Fall einer endlich hohen Potentialstufe bzw. wie
in [Ho94] festgestellt wurde, ergeben sich die Wellenfunktionen im Bereich der Antikreuzung
na¨herungsweise durch symmetrische und antisymmetrische Superposition der Eigenzusta¨nde
der ungekoppelten Systeme. Entsprechend bestehen ϕ1k0 und ϕ2k0 aus drei Wellenbergen, wo-
bei nur ϕ2k0 innerhalb der Barriere einen Nulldurchgang aufweist. Beide Zusta¨nde befinden
sich nahe eines Extremalpunktes der Bandstruktur. Sie besitzen deshalb einen geringen Teil-
chenimpuls (1.28) und ihr Aufenthaltsschwerpunkt 〈x〉 weicht nur wenig von der Position X
des Leitzentrums ab (Anhang B).
2.5 Beispielsysteme
Zum Abschluß dieses Kapitels werden die Bandstrukturen zweier weiterer Systeme vorgestellt:
zum einen fu¨r eine Tunnelstruktur mit angelegter Vorspannung und zum anderen fu¨r einen
Quantendraht im endlichen Einschlußpotential. Letzteres System stellt dabei das inverse Pro-
blem zur Tunnelbarriere dar. Die jeweiligen Dispersionen ko¨nnen mit geringen Vera¨nderungen
des bisher erarbeiteten Formalismus berechnet werden.
Barriere mit Vorspannung
Die beiden durch eine Barriere getrennten Elektronensysteme in Abb. 2.10a sind aufgrund
einer angelegten Vorspannung gegeneinander verschoben. Die Skizze zeigt den Fall, daß am
linken System eine negative Spannung −sℏωc/e gegenu¨ber der rechten Seite anliegt. Dabei
wird angenommen, daß die Potentialdifferenz komplett an der Tunnelbarriere und nicht teil-
weise auch innerhalb der (hochbeweglichen) Elektronensysteme abfa¨llt. In erster Na¨herung ist
der Potentialverlauf in der Barriere linear. Nachdem die Schro¨dinger-Gleichung in dieser Ar-
beit nur fu¨r Abschnitte konstanten Potentials gelo¨st wurde, wird jedoch in nullter Na¨herung
eine mittlere Barrierenho¨he von v + s/2 angesetzt.
Abbildung 2.10b zeigt die Bandstruktur zweier stark gekoppelter Elektronensysteme, die
durch eine angelegte Vorspannung etwa um die Ha¨lfte der Barrierenho¨he gegeneinander ver-
schoben sind. Zur Berechnung wurde das Gleichungssystem (2.3) entsprechend dem Poten-
tialverlauf in Abb. 2.10a angepaßt. Qualitativ erha¨lt man eine a¨hnliche Dispersion wie ohne
Vorspannung (Abb. 2.5). Die Bandlu¨cken treten fu¨r das linke (rechte) Elektronensystem je-
doch bei kleineren (gro¨ßeren) Energiewerten auf. Relativ zum Potential der linken Seite wird
beispielsweise die Lu¨cke zwischen dem 0. und 1. Landau-Band um ∆ε = 0,76 abgesenkt,
was etwa der Ha¨lfte der angelegten Potentialdifferenz von s = 1,7 entspricht. Wa¨hrend die
Bandstrukturrechnung nach der Methode dieser Arbeit fu¨r beliebige Werte von a, v und s
anwendbar ist, hat die Betrachtungsweise in [Ho94] und [Kan00a] auch bei vorgespannten
Systemen nur dann Gu¨ltigkeit, wenn deren Kopplung schwach ist. In beiden Artikeln werden
zwei spiegelsymmetrische Dispersionen fu¨r ein unendlich hohes Randpotential (Abb. 1.6a)
u¨berlagert, so daß auch dieser Bandstruktur kein linearer Potentialverlauf fu¨r die Barriere
zugrundeliegt. Die in Abschnitt 2.4 getroffenen Aussagen zu den Unterschieden und Ge-
meinsamkeiten der Na¨herung von [Ho94] und der Lo¨sung der Schro¨dinger-Gleichung fu¨r das
Gesamtsystem besitzen bei angelegter Vorspannung weiterhin Gu¨ltigkeit.
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Abb. 2.10. System mit Tunnelbarriere und angelegter Vorspannung. (a) Schemazeichnung
des Potentialverlaufs: Obwohl ein linearer Spannungsabfall an der Barriere (gestrichelte Li-
nie) dem tatsa¨chlichen Potentialverlauf besser entspra¨che, wird der Bandstrukturrechnung
eine rechteckige Barriere (durchgezogene Linie) der Ho¨he v+ s/2 zugrunde gelegt. (b) Band-
struktur (Parameter wie in Abb. 2.5) an einer Barriere der Ho¨he v = 3, wenn zwischen beiden
Elektronensystemen eine Potentialdifferenz von s = 1,7 herrscht.
Quantendraht
Betrachten wir nun ein System, das anstatt einer Barriere einen Quantentopf entha¨lt. Der
Potentialverlauf und die entsprechende Landau-Bandstruktur sind in Abb. 2.11 dargestellt.
Zur Berechnung der Bandstruktur kann der Algorithmus aus Abschnitt 2.2 unvera¨ndert u¨ber-
nommen werden. Die beiden untersten Ba¨nder in Abb. 2.11b bestehen fu¨r εnk < 0 aus draht-
artigen Zusta¨nden mit parabolischer Dispersion. Fu¨r Elektronen, deren Ausdehnung mit der
Breite des Quantentopfs vergleichbar ist, besteht in y-Richtung keine Mo¨glichkeit der freien
Bewegung. Folglich kann der x-Impuls im Magnetfeld nicht mit der dazu senkrechten Impuls-
komponente koppeln. Deshalb ist die Form der Dispersion vom Magnetfeld unabha¨ngig und
sie entspricht na¨herungsweise dem Leitungsband des zugrundeliegenden Kristalls in der Um-
gebung des Γ-Punktes. Tatsa¨chlich stimmt die Kru¨mmung des 0. und 1. Bandes in Abb. 2.11b
fu¨r kleine Energien sehr gut mit
Enk ≈ En0 + ℏ
2k2
2m∗
, (2.8)
u¨berein. Diese Dispersion la¨ßt sich unter Verwendung des Leitzentrums X = −kℓ2 und der
Identita¨t E =
(
ε+ 12
)
ℏωc zu
εn(X) =
Enk
ℏωc
− 1
2
= εn0 +
1
2
X2
ℓ2
(2.9)
weiter umformen. Der Vergleich mit (1.31) zeigt, daß die Dispersion von Elektronen, deren
Aufenthaltsort in x-Richtung aufgrund des Einschlusses im Potentialgraben nicht mit der
Kreiswellenzahl k korreliert, mit dem magnetischen Einschlußpotential identisch ist. Der Wert
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Abb. 2.11. Zweidimensionales Elektronensystem mit einem zur y-Achse parallelen Poten-
tialgraben. (a) Schematischer Potentialverlauf. (b) Bandstruktur in der Umgebung eines
v = −5 tiefen und a = 1,56 ℓ breiten Quantentopfs. Fu¨r das 0. und 1. Landau-Band ist
die parabolische Dispersion (2.9) eines Quantendrahts eingezeichnet8. Die strichpunktierten
Linien markieren in Analogie zu Abb. 1.9a den U¨bergang zwischen Volumen- und Misch-
zusta¨nden. Fu¨r die mit © gekennzeichneten Zusta¨nde sind die normierten Eigenfunktionen
auf der Ho¨he ihrer Energie aufgetragen.
am Minimum von (2.9) kann durch das Energiespektrum [Lan74a]
εn0 ≈ v + π
2(n+ 1)2
2(a/ℓ)2
− 1
2
(2.10)
eines unendlich tiefen Potentialtopfs gena¨hert werden.8
Neben der Bandstruktur stellt Abb. 2.11b auch die Wellenfunktionen von drei verschiede-
nen Drahtzusta¨nden dar. Ein Vergleich der Eigenfunktionen ϕ0k fu¨r X = 0 und X = −1,8 ℓ
zeigt, daß – wie bereits in Abschnitt 1.2.3 festgestellt wurde – sich der Aufenthaltsschwer-
punkt eines Drahtzustands bei der Verschiebung des Leitzentrums um fast zwei magneti-
sche La¨ngen nur geringfu¨gig in die negative x-Richtung verlagert. Semiklassisch kann die-
ses Verhalten so erkla¨rt werden: Ein Elektron mit X < 0 hat nach (1.28) einen Impuls
m∗vy = −ℏ ∂εn(X)/∂X > 0. Die Lorentz-Kraft F = −ev × B auf dieses Elektron wirkt
folglich in negativer x-Richtung. Im Gleichgewicht wird sie durch die abstoßende Kraft kom-
pensiert, die entsteht, wenn der Drahtzustand sta¨rker in die linke Barriere eindringt. Diese
Aussage gilt allgemein fu¨r die Verbiegung von Landau-Ba¨ndern an Potentialstufen.
Der durch die strichpunktierten Halbparabeln eingeschlossene Bereich (Gl. 1.61) in Abb.
2.11b entha¨lt fu¨r εnk > 0 Mischzusta¨nde aus Volumen- und Drahtzusta¨nden. Die Bandlu¨cken
sind dort stets von der Gro¨ßenordnung der Zyklotron-Energie. In Analogie zu der endlich ho-
hen Potentialstufe, die in Abschnitt 1.5 diskutiert wurde, entstehen außerhalb dieses Bereichs
Antikreuzungen durch schwache Kopplung von Draht- und Volumenzusta¨nden.
8In Abb. 2.11b wurde εn0 (Gl. 2.9) von der vollsta¨ndigen Bandstrukturrechnung u¨bernommen. Da fu¨r
v = −5 der Grundzustand eine nicht geringe Aufenthaltswahrscheinlichkeit im Barrierenmaterial hat, weicht
der durch die Na¨herung (2.10) gegebene Wert −3,47 betra¨chtlich von ε00 = −4.40 ab.
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Ein Quantendraht, der in ein zweidimensionales Elektronensystem eingebettet ist, kann
prinzipiell mittels der CEO-Technik in Analogie zu der in Kapitel 4 vorgestellten Probenstruk-
tur realisiert werden. Eine AlGaAs/GaAs/AlGaAs-Struktur ha¨tte dabei jedoch den Nachteil,
daß die Elektronenbeweglichkeit in AlGaAs-Schichten stark herabgesetzt ist. Dieses Problem
ko¨nnte man mit einer GaAs/InGaAs/GaAs-Struktur umgehen. Zur Vermeidung eines zu ho-
hen Volumenleckstroms9 mu¨ßte in beiden Fa¨llen die Kontaktierung des Elektronensystems
u¨ber die Spaltfla¨che erfolgen. Das ist indes nur mo¨glich, wenn die Schichten des ersten Wachs-
tumsschritts so wie bei den Proben von Kang et al. (Abschnitt 4.3) genu¨gend dick sind
(& 25µm) und eine Modulationsdotierung anstatt der Steuerelektrode verwendet wird.
Die eben beschriebenen Schwierigkeiten eines GaAs- oder InGaAs-Quantentopfs innerhalb
einer CEO-Struktur vermeiden Grayson et al., indem ein modulationsdotiertes 2DES u¨ber
die Kante zweier zueinander senkrechter {110}-Fla¨chen eines GaAs-Kristalls gewachsen wird
[Gra04b, Gra05]. An dem Knick des 2DESs herrscht eine erho¨hte Elektronendichte vor, d. h.,
das Potential ist lokal abgesenkt. Qualitativ entspricht die Landau-Bandstruktur eines solchen
Systems der Dispersion aus Abb. 2.11b. Quantitativ bestimmt werden kann sie aber nur mit
einer selbstkonsistenten Lo¨sung der Schro¨dinger-Poisson-Gleichungen auf einem diskreten
zweidimensionalen Gitter.
2.6 Tight-Binding-Methode
Takagaki und Ploog berechnen in [Tak00] den Tunnelstrom und die Bandstruktur am U¨ber-
gang zwischen zwei gekoppelten lateralen Elektronensystemen. Die angewandte Methode un-
terscheidet sich grundlegend von dem hier verfolgten Ansatz. Die Heterostruktur wird auf
einem zweidimensionalen Gitter diskretisiert, das in der Richtung senkrecht zur Barriere
etwa 100 Knoten aufweist. Durch Einfu¨hrung einer Sprungamplitude t zwischen na¨chsten
Nachbarn (engl. nearest neighbor hopping amplitude) wird das 2DES auf diesem Gitter durch
quasigebundene Elektronen (engl. tight-binding) dargestellt. Anstatt den Potentialverlauf der
Tunnelbarriere explizit zu verwenden, gehen die Autoren pha¨nomenologisch von einer redu-
zierten Sprungamplitude tb ≤ t zwischen zwei Knotenlinien in der Mitte des Gitters aus.
Elektron-Elektron-Wechselwirkungen werden in dem Modell nicht beru¨cksichtigt.
Das Resultat von Takagaki und Ploog stimmt prinzipiell gut mit [Ho94] und den hier
pra¨sentierten Bandstrukturen u¨berein. Die Methode eignet sich jedoch nur bedingt, wenn
der kleine Effekt der magnetfeldabha¨ngigen Position der Antikreuzungen auf der Skala der
Zyklotron-Energie untersucht werden soll. In [Tak00] wird zwar qualitativ festgestellt, daß
sich die Energielu¨cken mit steigender Sprungamplitude tb, also sta¨rker werdender Kopplung,
vergro¨ßern (vgl. U¨bergang Abb. 2.6a → Abb. 2.5) und daß derselbe Effekt auch bei zu-
nehmender Magnetfeldsta¨rke erzielt wird (vgl. Abb. 2.6b). Quantitative Aussagen u¨ber die
Bandstruktur an der konkreten Barriere sind aber nur mit einem realistischen Zahlenwert
fu¨r tb mo¨glich. Tatsa¨chlich liegt die Hauptschwierigkeit der Tight-Binding-Methode in der
9Mit Volumenleckstrom wird der Teil des Meßstroms bezeichnet, der nicht durch das 2DES entlang der
Spaltfla¨che, sondern durch den Rest der Schichten des ersten Wachstums fließt. In Abschnitt 4.2 wird na¨her
auf diesen Sto¨rfaktor eingegangen.
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Wahl der Sprungamplitude tb, die bei [Tak00] ad hoc erfolgt ohne auf Mo¨glichkeiten zu ihrer
Abscha¨tzung einzugehen. Um in tb die magnetfeldabha¨ngige effektive Breite und Ho¨he der
Barriere einfließen zu lassen, mu¨ßte letztlich die Schro¨dinger-Gleichung fu¨r das Gesamtsystem
gelo¨st werden. Deshalb wa¨re mit einem Tight-Binding-Ansatz in Hinblick auf die Analyse der
Position von Leitwertspitzen in Abschnitt 4.7 nichts gewonnen.
2.7 Zusammenfassung
Im vorliegenden Kapitel wird die Landau-Bandstruktur eines zweidimensionalen Elektronen-
systems berechnet, das sich im senkrechten Magnetfeld und in einem unilateralen Potenti-
al mit drei konstanten Abschnitten befindet. Die Energieeigenzusta¨nde sind durch das Mi-
schungsverha¨ltnis βnk der Parabolischen Zylinderfunktionen im mittleren Abschnitt und den
Energieeigenwert εnk gegeben, die beide durch ein hochgradig nichtlineares Gleichungssy-
stem bestimmt werden. Das voneinander unabha¨ngige Lo¨sen beider Gleichungen macht die
Entwicklung eines robusten Lo¨sungsverfahrens mo¨glich, das im Gegensatz zu den Ansa¨tzen
aus [Ho94] und [Tak00] keinerlei Einschra¨nkungen bezu¨glich der Potentialwerte {v1, v2, v3}
und der Ausdehnung a des mittleren Abschnitts unterliegt: Das numerische Verfahren kann
zur Berechnung der Dispersion an einer Tunnelbarriere bei starker oder schwacher Kopplung
sowie mit oder ohne angelegte Vorspannung eingesetzt werden. Mo¨glich ist auch die Band-
strukturrechnung fu¨r einen beliebig breiten und tiefen Quantentopf, etwa einen Quantendraht
oder ein (schmales) Quanten-Hall-System.
Wa¨hrend fu¨r stark gekoppelte Systeme die Lo¨sung der Schro¨dinger-Gleichung fu¨r das
Gesamtsystem unerla¨ßlich ist, ko¨nnte die Bandstruktur im Falle schwacher Kopplung, wie sie
bei den Experimenten in Kapitel 4 vorherrscht, na¨herungsweise aus der Dispersion an einem
unendlich hohen Randpotential konstruiert werden. Dieser Ansatz, der in [Ho94] verfolgt
wird, ergibt jedoch ebenso wie die Tight-Binding-Methode aus [Tak00] magnetfeldabha¨ngige
Positionen der Energielu¨cken, deren Werte zur Interpretation der experimentellen Ergebnisse
nicht hinreichend genau sind.
Kapitel 3
Theorie zum Tunneltransport
In zwei lateral gekoppelten Quanten-Hall-Systemen wird das Verhalten des Tunnelstroms
u¨ber die Barriere maßgeblich durch die Landau-Bandstruktur bestimmt. Beim Tunnelstrom
handelt es sich gleichzeitig um die experimentell zuga¨ngliche Gro¨ße, die in Kapitel 4 in
Abha¨ngigkeit des Magnetfelds und der Elektronendichte diskutiert werden wird. Das Ziel
des vorliegenden Kapitels besteht darin, die Grundlagen fu¨r die Interpretation der beobach-
teten Leitwertoszillationen zu schaffen. Wa¨hrend der letzten Jahre erschienen eine Reihe von
theoretischen Arbeiten, mit deren Hilfe bestimmte Details der Leitwertkurven erkla¨rt werden
ko¨nnen. Dabei haben sich zwei grundlegend verschiedene Ansa¨tze etabliert: In dem
”
Bild der
Mischung von Landau-Zusta¨nden“ wird unmittelbar anhand der Bandstruktur argumentiert.
Auf Basis der Einteilchendispersion aus Kapital 2 diskutiert Abschnitt 3.1 entscheidende
Aspekte dieses Modells und geht dann auf Modifikationen ein, die aufgrund der bisher nicht
beachteten Wechselwirkung zwischen Elektronen notwendig sind. Wa¨hrend hier von einer
perfekten, rechteckigen Tunnelbarriere ausgegangen wird, beruht das alternative
”
Modell der
Tunnelzentren“ (Abschnitt 3.2) auf der Annahme, daß die Barriere Unvollkommenheiten in
ihrer Kristallstruktur aufweist. In Analogie zum Aharonov-Bohm-Effekt treten an benachbar-
ten Tunnelzentren Quanteninterferenzen auf, die zu kurz- und quasiperiodischen Oszillationen
im Tunnelstrom fu¨hren. Diese u¨berlagern die langperiodischen Leitwertoszillationen, die aus
der Theorie der Mischung von Landau-Zusta¨nden folgen.
3.1 Mischung von Landau-Zusta¨nden
Das im folgenden dargestellte Modell erlaubt, aus der Landau-Bandstruktur an der Barriere
auf das Verhalten des Tunnelstroms in Abha¨ngigkeit der Magnetfeldsta¨rke zu schließen. Da
sich die Wellenfunktionen schwach gekoppelter Systeme in der Umgebung von Antikreuzun-
gen na¨herungsweise als symmetrische und antisymmetrische Mischung der Randzusta¨nde der
ungekoppelten Teilsysteme darstellen lassen (Abschnitt 2.4.3), wird das entsprechende Modell
ha¨ufig mit Theorie der
”
Mischung von Landau-Zusta¨nden“ (engl. Landau level mixing) be-
zeichnet. Es wurde anfa¨nglich in [Ho94] entwickelt und bei der Interpretation experimenteller
Ergebnisse fu¨r eine du¨nne Tunnelbarriere erstmals in [Kan00a] angewandt. Abschnitt 3.1.1
rekapituliert die Grundzu¨ge dieses Modells, Abschnitt 3.1.2 kla¨rt Detailfragen bezu¨glich des
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Zusammenhangs zwischen Fu¨llfaktor und Energieskala und Abschnitt 3.1.3 gibt eine kurze
U¨bersicht zu theoretischen Arbeiten, die den Einfluß von Vielteilcheneffekten auf die Breite
der Bandlu¨cken untersuchen. Abschließend wird in Abschnitt 3.1.4 eine Methode zur Bestim-
mung der Elektronendichte aus den Leitwertoszillationen entwickelt.
3.1.1 Entstehungsprinzip der Landau-Oszillationen
Abbildung 3.1 veranschaulicht den Zusammenhang zwischen der Landau-Bandstruktur
und dem Verlauf der Randkana¨le in den gekoppelten Elektronensystemen. An den Pro-
benra¨ndern À ist die Bandstruktur nach Chklovskii et al. durch Abb. 1.11b gegeben, und an
der scharfen Potentialstufe Á der Tunnelbarriere liegt die in Kapitel 2 berechnete Dispersion
aus Abb. 2.6 mit kleinen Bandlu¨cken im Kopplungsbereich vor. Die Elektronenzusta¨nde bei À
und Á besitzen entsprechend des jeweiligen Potentialgradienten zueinander senkrechte Impul-
se (Abschnitt 1.2.3), so daß beide Dispersionen in zwei unterschiedlichen Landau-Eichungen
zu berechnen sind. Im U¨bergangsbereich Â kann die Bandstruktur nicht mehr mit einem
analytischen Ansatz fu¨r die Wellenfunktionen bestimmt werden. Vielmehr erfordert dieser
Bereich eine Lo¨sung der Schro¨dinger-Gleichung in zwei Dimensionen (Hamilton-Operator in
Gl. 1.20).
Die Lage des Fermi-Niveaus εF = EF /ℏωc − 1/2 in Relation zur Landau-Bandstruktur
bestimmt die Konfiguration der Randkana¨le. Abbildung 3.1a stellt die Zusta¨nde an der Fermi-
Kante fu¨r drei verschiedene Werte von εF in einem System mit starker Kopplung dar. Die
wichtigsten Eigenschaften dieser Zusta¨nde wurden bereits in Abschnitt 2.4.3 diskutiert. Im
weiteren Verlauf wird die im Experiment festgestellte Spinentartung (Abschnitt 4.7.1) zur
Voraussetzung gemacht. Fu¨r εF = 1,95 und geringer Verbreiterung der Landau-Niveaus be-
tra¨gt der Fu¨llfaktor ν = 4 und am Probenrand À existieren zwei Randkana¨le.1 Auch beider-
seits der Tunnelbarriere schneidet das Fermi-Niveau die Bandstruktur je zweimal, weshalb an
den Ecken der Teilsysteme bei Â ein kontinuierlicher U¨bergang zwischen den Randkana¨len
entlang der Barriere und der Probenbegrenzung stattfindet. Erho¨ht sich die Fermi-Energie
auf einen Wert εF > 2 (Abb. 3.1b), so entsteht wie bei einem herko¨mmlichen 2DES bei
À und Á zugleich ein neuer Randkanal. Fu¨r den besprochenen Bereich des Fermi-Niveaus
verha¨lt sich das Gesamtsystem wie zwei separate 2DESe. Beim Anlegen einer Spannung, die
deutlich kleiner als ℏωc/e ist, fließt zwischen beiden n
+-Schichten kein Tunnelstrom.
Die Besonderheit des Systems tritt zutage, wenn sich das Fermi-Niveau einer Antikreu-
zung na¨hert und schließlich in die zugeho¨rige Bandlu¨cke eintritt. Zwei gegenu¨berliegende
Randkana¨le koppeln umso sta¨rker, je kleiner die Differenz zwischen ihren Leitzentren bzw.
Kristallimpulsen wird. Mit nahezu identischem k ist das Tunneln durch die Barriere mo¨glich
(Abschnitt 1.2.4). Fu¨r den Fall schwacher Kopplung prognostiziert [Ho94] ein periodisches
Hin- und Hertunneln zwischen Randzusta¨nden im Bereich einer Antikreuzung. Die entspre-
chenden Stromoszillationen besitzen bei einer Energielu¨cke der Breite ∆E die Kreisfrequenz
ωI = ∆E/ℏ. Diese Frequenz, die sich mit (1.23) auch als ωI = ∆ε ωc schreiben la¨ßt, liegt
1Mit Ausnahme der Zahl der Randkana¨le sind die Situationen fu¨r εF = 1,95 und εF = 2,4 a¨quivalent,
wobei nur der zweite Fall in Abb. 3.1b illustriert wird.
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Abb. 3.1. Tunneln im Bild der Mischung von Landau-Zusta¨nden. (a) Ausschnitt der Band-
struktur aus Abb. 2.5. Fu¨r die Fermi-Energien εF = 1,95, 2,4 und 2,8 sind die Eigenzusta¨nde
mit Schwerpunkt im linken (rechten) Elektronensystem mit © ( ¤) gekennzeichnet (vgl.
Abb. 2.8). (b) Randkana¨le fu¨r εF = 2,4 und (c) fu¨r εF = 2,8. Die Elektronen propagie-
ren entlang dem 2µm messenden Bereich À der Probenbegrenzung und zu beiden Seiten der
500µm langen Barriere Á. Der U¨bergangsbereich ist mit Â markiert. Siehe auch Abb. 2.1.
im GHz-Bereich (Gl. 1.8) und ist damit zu hoch, als daß die Stromfluktuationen mit der fu¨r
Kapitel 4 eingesetzten Lock-In-Technik nachweisbar wa¨ren.
Wenn das Fermi-Niveau schließlich genau die Oberkante eines Landau-Bandes erreicht,
was in Abb. 3.1a etwa fu¨r εF = 2,68 der Fall ist, entarten die resonanten Randzusta¨nde zu
einem einzigen Zustand. Ein Elektron in diesem Zustand weist wegen ∂εnk/∂k = 0 einen
verschwindenden Teilchenimpuls m∗vy (Gl. 1.28 und Anhang B) auf und tra¨gt nicht zum
Transport entlang der Barriere bei. Wenn das Fermi-Niveau innerhalb eines Landau-Bandes
liegt und sich einem Extremalpunkt im Bereich einer Antikreuzung na¨hert, nimmt die Sta¨rke
der Kopplung beider Randkana¨le in dem Maße, wie der Erhaltungssatz fu¨r den Kristallimpuls
(Abschnitt 1.2.4) besser erfu¨llt wird, erheblich zu. Gleichzeitig bleibt jedoch, wie in Abb. 2.9
gezeigt wurde, die Verteilung der Aufenthaltswahrscheinlichkeit ϕ2nk1 + ϕ
2
nk2 der beteiligten
Randzusta¨nde im wesentlichen unvera¨ndert.
Der Leitwert2 eines Randkanals ist durch das Leitwertquantum G0 = e
2/h bzw. im spin-
entarteten Fall durch 2 e2/h gegeben3 [Mac84]. Wenn in Abb. 3.1a fu¨r ein Fermi-Niveau im
Bereich der Oberkante des ε1k-Bandes zwei Randkanalpaare stark koppeln, d. h., die Kristall-
impulserhaltung fu¨r Tunnelprozesse erfu¨llt wird, ist der Leitwert fu¨r den Transport u¨ber die
Barriere von Null verschieden. Fu¨r den Leitwert gilt dabei eine Obergrenze von 4 e2/h. Diese
wird jedoch erst dann erreicht, wenn das Fermi-Niveau innerhalb der Bandlu¨cke liegt. Ver-
glichen mit der Situation εF = 2,4 fehlen in Abb. 3.1a fu¨r εF = 2,8 entlang der Barriere vier
Randkana¨le, wa¨hrend die entsprechenden Kana¨le gleicher Ordnung an der Probenbegren-
zung À nach wie vor existieren. Aufgrund der Chiralita¨t der Randkana¨le, die Ru¨ckstreu-
2Der Leitwert (engl. conductance) G = I/V wurde fu¨r Kapitel 4 in Zweipunktmethode mit je einem Kontakt
pro Elektronensystem gemessen.
3Es gilt G0 = 1/RK , wobei RK = h/e
2 = 25812,807 Ω die von Klitzing-Konstante ist, die seit dem 1. Jan.
1990 weltweit als Widerstandsnormal dient [PTB98].
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ung in die Kontakte verbietet, wird in [Kan00a] gefolgert, daß die Elektronen nunmehr
im U¨bergangsbereich Â direkt durch die Barriere tunneln (Abb. 3.1c). Wenn das Fermi-
Niveau in das daru¨berliegende ε2k-Band eintritt, entstehen entlang der Barriere erneut vier
Randkana¨le und der Tunnelstrom kommt wieder zum Erliegen. Dieser Vorgang wiederholt
sich periodisch, wenn das Fermi-Niveau oder Magnetfeld u¨ber weite Bereiche gea¨ndert wer-
den. Die entsprechenden Leitwertoszillationen werden in dieser Arbeit zur Abgrenzung ge-
genu¨ber den quasi- und kurzperiodischen Strukturen (Abschnitt 3.2) in den Leitwertkurven
als
”
Landau-Oszillationen“ bezeichnet. In den Bereichen des Fu¨llfaktors oder Magnetfelds,
fu¨r die das Fermi-Niveau innerhalb einer Bandlu¨cke liegt, tritt ein stark erho¨hter Leitwert
auf. Unabha¨ngig von der tatsa¨chlichen Form werden die entsprechenden Erhebungen in den
Leitwertkurven
”
Leitwertspitzen“ (engl. conductance peaks) oder synonym
”
Leitwertmaxima“
genannt.
Wenn das Fermi-Niveau in einer der Bandlu¨cken im Kopplungsbereich beider Elektronen-
systeme liegt, so gilt sowohl fu¨r starke (Abb. 2.5) als auch schwache (Abb. 2.6) Kopplung,
daß entlang der Barriere genau zwei gegenu¨berliegende Randkana¨le existieren (Abb. 3.1c).
Trennt die betreffende Energielu¨cke das n-te und (n+ 1)-te Landau-Band (n ∈ N), so fu¨hren
(n+ 1) Transportkana¨le jeweils direkt u¨ber die beiden Enden der Barriere und der Leitwert
des Systems betra¨gt 2(n + 1)e2/h. Weiter unten in Abschnitt 3.1.4 wird gezeigt, daß die
Randkana¨le entlang der Barriere in schwach gekoppelten Elektronensystemen nahezu gleich-
zeitig verloren gehen, wenn das Fermi-Niveau in eine Bandlu¨cke eintritt. Im experimentell
noch nicht realisierten Fall einer starken Kopplung wird hingegen aufgrund von Abb. 3.1a
erwartet, daß der Leitwert im Bereich von Bandlu¨cken, die energetisch oberhalb der Tun-
nelbarriere liegen, stufenweise ansteigt. So verschwinden bei steigendem Fermi-Niveau bei
εF = 3,25 zuna¨chst zwei und bei εF = 3,50 nochmals vier Randzusta¨nde. Trotz der spa¨ter in
Abschnitt 3.1.3 diskutierten starken Verbreiterung der Landau-Oszillationen sollte aufgrund
der erheblichen Energiedifferenz von ∆ε = 0,25 in der dritten Leitwertspitze eine Stufe als
Folge des Leitwertanstiegs von 2 e2/h auf 6 e2/h zu beobachten sein.
3.1.2 Fu¨llfaktor vs. Energieskala
Die Landau-Bandstruktur von schwach gekoppelten Elektronensystemen a¨ndert sich, wie in
Abschnitt 2.4.1 festgestellt wurde, bei variierendem Magnetfeld auf der Skala der Zyklotron-
Energie nur wenig. Wenn der Zusammenhang zwischen Landau-Oszillationen und der Band-
struktur untersucht werden soll, ist deshalb der Fu¨llfaktor ν = n¤h/eB das natu¨rliche Pen-
dant zur dimensionslosen Energieskala εnk der Landau-Zusta¨nde (Gl. 1.23). Auf den ersten
Blick erscheint es unmo¨glich, die in Abb. 3.1 skizzierten Fa¨lle mit nicht ganzzahligem εF zu
realisieren. Bei einer Variation des Fu¨llfaktors springt die Fermi-Energie schließlich zwischen
den einzelnen Landau-Niveaus, fu¨r die εnk ∈ N gilt. Im folgenden wird nun untersucht, in
welcher Weise die Randzusta¨nde und insbesondere die im Unordnungspotential realer Proben
auftretenden lokalisierten Zusta¨nde den funktionalen Zusammenhang εF (ν) bestimmen.
Infolge der Bandverbiegung im Bereich des lateralen Einschlußpotentials eines 2DESs
gibt es mit den Randzusta¨nden durchaus Energieniveaus, die zwischen den Landau-Niveaus
3.1. MISCHUNG VON LANDAU-ZUSTA¨NDEN 73



n
D(  )εD(  )ε
22
1 1
00
−½−½
εε (b)(a)
εF ν = 2
2s00 2s
= 2s
= ½
Abb. 3.2. Zustandsdichte D(ε) eines spin-
entarteten 2DESs im Magnetfeld. (a) Ver-
breiterte Landau-Niveaus in der Form von
Gaußschen Glockenkurven (gestrichelt).
Die summierte Zustandsdichte (durchgezo-
gene Linie) oszilliert um den Mittelwert
2s = 2eB/h. (b) Gleichfo¨rmige Zustands-
dichte (3.1) als asymptotische Na¨herung fu¨r
(a). Fu¨r EF = ℏωc bzw. εF =
1
2 befinden
sich alle Elektronen im untersten Landau-
Niveau.
des Probenvolumens liegen und so ein quasi-kontinuierliches Durchfahren des Fermi-Niveaus
ermo¨glichen. Der Streifen mit Randzusta¨nden entlang der Tunnelbarriere hat nach (1.62)
die Breite ∆x =
√
2εF + 1 ℓ. Fu¨r typische Systemparameter (vgl. Tab. 4.2) nimmt ∆x
Werte in der Gro¨ßenordnung von 50 nm an. Selbst bei schmalen Elektronensystemen wie
denen dieser Arbeit (Abb. 2.1a) betra¨gt der Anteil der Randzusta¨nde deshalb nur etwa
0,05µm/2µm = 2,5 %. Fu¨r diese Abscha¨tzung ko¨nnen die Chklovskii-Randzusta¨nde an der
Probenbegrenzung À in Abb. 3.1b vernachla¨ssigt werden.
Quantitativ entscheidender als die Randzusta¨nde sind bei der Verwirklichung von nicht
ganzzahligen Werten von εF die lokalisierten Zusta¨nde. In realen Proben ist das elektrostati-
sche Potential in der Ebene der Elektronensysteme niemals exakt konstant, sondern es ist von
einem Unordnungspotential u¨berlagert. Die Potentialvariationen fu¨hren zur Entstehung von
lokalisierten Zusta¨nden, die gegenu¨ber den ausgedehnten Zusta¨nden mit ganzzahligen Ener-
gieeigenwerten energetisch verschoben sind (Verbreiterung der Landau-Niveaus, Abb. 3.2).
Als ein Maß fu¨r das Verha¨ltnis der Zahl zwischen lokalisierten und ausgedehnten Zusta¨nden
kann die Breite der Plateaus in einer Hall-Geraden herangezogen werden [Gra06]. Allerdings
ist eine Messung des Hall-Widerstands (1.9) mit den Proben dieser Arbeit nicht mo¨glich, da
deren Quantenregion nur u¨ber zwei Kontakte erschlossen ist (Zweipunktmessung, Abb. 4.2).
In [Kan00a] und [Hub05] wird die Beweglichkeit im Elektronensystem parallel zur Spalt-
fla¨che jeweils mit ∼105 cm2/Vs angegeben. Beide Autorengruppen gehen von einer starken
Verbreiterung der Landau-Niveaus aus und verwenden die Na¨herung einer flachen Zustands-
dichte. In [Yan04, Fig. 1(a)] treten etwa elf bis zwo¨lf Leitwertspitzen auf. Da bei der Mes-
sung des Tunnelstroms in Kapitel 4 ho¨chstens acht Landau-Oszillationen nachzuweisen sind
(Abb. 4.8), ist die Beweglichkeit in den Strukturen dieser Arbeit noch niedriger anzusetzen,
so daß die Annahme von stark verbreiterten Landau-Ba¨ndern mindestens in gleichem Maße
gerechtfertigt ist.
Abbildung 3.2 zeigt, wie verbreiterte Landau-Niveaus in nullter Ordnung durch eine kon-
stante Zustandsdichte gena¨hert werden. Letztere ist mit der 2D-Zustandsdichte (1.36) ohne
Magnetfeld identisch und hat in der Einheit m−2(ℏωc)
−1 den Wert D(ε) = 2s. Dabei ist s
die Besetzungszahl (1.34) von spinpolarisierten Landau-Niveaus. Im Falle einer konstanten
Zustandsdichte ist das unterste Landau-Niveau, wie in Abb. 3.2b exemplarisch dargestellt
wird, fu¨r εF =
1
2 gerade vollsta¨ndig gefu¨llt (ν = 2). Die lineare Fortsetzung auf andere Werte
74 KAPITEL 3. THEORIE ZUM TUNNELTRANSPORT
der dimensionslosen Energie ergibt die asymptotische Na¨herung4
ν ≃ 2
(
εF +
1
2
)
(3.1)
fu¨r den Fu¨llfaktor in einem System mit flacher Zustandsdichte. Mit dieser Formel kann die
Energieskala der Bandstruktur auf den Fu¨llfaktor bzw. das Magnetfeld u¨bertragen werden,
wodurch gema¨ß Abschnitt 3.1.1 ein Vergleich zwischen der Lage der theoretisch bestimmten
Landau-Bandlu¨cken und den experimentell zuga¨nglichen Landau-Oszillationen mo¨glich wird.
Nach Auffassung von [Kan00a] erwartet man fu¨r lateral gekoppelte Elektronensysteme
einen endlichen Leitwert nur dann, wenn das Fermi-Niveau innerhalb einer der Bandlu¨cken
liegt. Abschnitt 2.4 hat gezeigt, daß die Bandlu¨cken bei schwacher Kopplung klein gegenu¨ber
der Zyklotron-Energie sind. So erha¨lt man im Beispiel von Abb. 2.6 als kleinsten Abstand
zwischen dem 1. und 2. Band den Wert ∆ε = 0,016 (B = 2,84 T). Nach (3.1) entspricht dies
dem Intervall ∆ν = 0,032 auf der Skala des Fu¨llfaktors. Zur Bestimmung der a¨quivalenten
Magnetfelda¨nderung la¨ßt sich (3.1) unter Verwendung von ν = n¤/s und (1.34) zu
n¤
2,418 · 1010 cm−2 ≃ 2
B
1 T
(
εF +
1
2
)
(3.2)
umformen. Dem Fermi-Niveau εF = 2,105 (Abb. 2.6b) entspricht also eine Elektronendichte
n¤ = 3,6 · 1011 cm−2. Fu¨r ∆ε≪ εF folgt aus (3.1) außerdem die Beziehung
∆B ≃ − ∆ε
εF +
1
2
B. (3.3)
Die Na¨herung in dieser Formel besteht darin, daß sich die Bandlu¨cke ∆ε mit dem Magnetfeld
a¨ndert, so daß das exakte ∆B eigentlich iterativ durch wiederholte Berechnung der Band-
struktur bei konstantem εF bestimmt werden mu¨ßte. Der Fehler ist jedoch bei den kleinen
Bandlu¨cken schwach gekoppelter Elektronensysteme zu vernachla¨ssigen. Fu¨r ∆ε = 0,016
erha¨lt man mit (3.3) |∆B| = 17 mT als Breite der Energielu¨cke auf der Skala des Magnet-
felds. Die Frage, weshalb die tatsa¨chlich gemessenen Leitwertspitzen viel breiter sind, ist
Gegenstand des na¨chsten Abschnitts.
3.1.3 Vergro¨ßerung der Landau-Bandlu¨cken
Als Breite der ersten beiden Leitwertspitzen wird in [Kan00a] ∆ν = 1,5−1,2 = 2,5−2,2 = 0,3
angegeben. Von vergleichbarer Gro¨ße sind die Halbwertsbreiten, die sich an den Leitwertspit-
zen in [Yan04, Fig. 1(a)] ausmessen lassen: ∆ν = 1,65− 1,30 = 0,35 bzw. ∆ν = 2,99− 2,61 =
0,38. Daß die Leitwertmaxima um ein Vielfaches breiter sind als es den Bandlu¨cken entspricht,
deren Ausdehnung von der Gro¨ßenordnung ∆ε = 0,02 ist, wird mit dem experimentellen
Teil dieser Arbeit besta¨tigt: Die Breite beider Leitwertmaxima in Abb. 4.10a betra¨gt sogar
4Wenn die Zeeman-Aufspaltung wie in GaAs mit ∼1/68 ℏωc (Gl. 4.20) kleiner als die Landau-Aufspaltung
ist, gilt die Formel (3.1) auch fu¨r spinaufgespaltene Landau-Niveaus, zumindest auf großem Maßstab. Deshalb
ist unklar, warum in [Kan00a] ν ≈ EL/ℏωc als Beziehung zwischen der Energieskala des linken Elektronensy-
stems und dem Fu¨llfaktor verwendet wird. Vergleiche auch Fußnote 27 auf Seite 39.
3.1. MISCHUNG VON LANDAU-ZUSTA¨NDEN 75
0,8
0,9
1,0
1,1
1,2
1,3
1,4
1,5
1,6
−0,6 −0,4 −0,2 0,0 0,2 0,4 0,6
ε n
k
X [ℓ]
ε n
k 88 Å
52 Åε nk
B = 6 T
∆ε
∆ε
n = 0
n = 1
Abb. 3.3. Bandstruktur mit Antikreuzung
fu¨r V0 = 212 meV und B = 6 T. Die Werte
der Energielu¨cke ∆ε finden sich in nebenste-
hender Tabelle.
Tab. 3.1. Energielu¨cke ∆ε(ww) nach ver-
schiedenen Modellen. Systemparameter wie
in Abb. 3.3 und m∗ = 0,067me. Zu [Ho94]
siehe Abschnitt 2.4.2 sowie Formel (2.7).
Quelle Coul.-WW 88 A˚ 52 A˚
Habl nein 0,00471 0,0341
[Mit01] nein 0,00432 0,0332
[Ho94] nein 0,00283 0,0227
[Mit01] ja 0,0105 0,0549
[Kol02] ja 0,0124 0,0769
∆ν = 1,0. Dieser Wert beinhaltet jedoch eine Verdopplung infolge der Spinentartung und
eine zusa¨tzliche Verbreiterung aufgrund der geringeren Elektronenbeweglichkeit und einer
du¨nneren Barriere.
Das Ziel des vorliegenden Abschnitts ist es, eine kurze U¨bersicht zu theoretischen Arbeiten
zu geben, die den Einfluß von Vielteilcheneffekten auf die Gro¨ße der Landau-Bandlu¨cken und
damit auch der Breite der Leitwertspitzen untersuchen. Die Breite der Tunnelbarrieren in den
Experimenten aus [Kan00a] und [Hab06] ist mit a = 5−9 nm deutlich kleiner als der mittlere
Ladungstra¨gerabstand
〈d〉 = 1/
√
n¤ ≈ 18−30 nm (3.4)
in den Elektronenfilmen. Die Coulomb-Wechselwirkung zwischen den gegenu¨berliegenden
Randkana¨len kann also nicht aufgrund eines großen Abstands vernachla¨ssigt werden, sondern
muß dahingegend untersucht werden, ob sie eine signifikante Vera¨nderung der Einteilchen-
Bandstruktur bewirkt. Mit dem Einfluß der Elektron-Elektron-Wechselwirkung auf die Breite
der Bandlu¨cken bescha¨ftigen sich die Arbeiten von Mitra und Girvin [Mit01] sowie von Kollar
und Sachdev [Kol02]. In beiden Fa¨llen ist die Bandlu¨cke durch die Solitonen-Energie eines
Sine-Gordon-Modells gegeben, auf welches die Anordnung 2DES-Barriere-2DES abgebildet
wird.
Mitra und Girvin berechnen im Rahmen einer Hartree-Fock-Theorie den Luttinger-
Parameter, die Kollektivmoden-Geschwindigkeit und schließlich den Impuls-Cutoff eines ef-
fektiven Sine-Gordon-Modells. Fu¨r nicht wechselwirkende Elektronen und die Parameter
B = 6 T, a = 52 A˚ und V0 = 212 meV wird als Energielu¨cke zwischen den beiden unter-
sten Landau-Ba¨ndern der Wert ∆ε = 0,033 angegeben.5 Dabei ist jedoch unklar, welcher
Ansatz genau der Berechnung dieser Gro¨ße zugrundeliegt. Der Vergleich aus Tab. 3.1 zeigt
jedenfalls, daß die erzielten Ergebnisse um weniger als 10 % von der exakten Lo¨sung der
5Die Autoren von [Mit01] und [Kol02] dru¨cken Energiegro¨ßen in der Einheit Kelvin aus. Die Umrech-
nung in ein Vielfaches der Zyklotron-Energie ist mit der Beziehung 1K b= (1 K · kB · 0,067me/eBℏ) ℏωc ≈
0,04987 ℏωc/(B/1T) mo¨glich.
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Einteilchen-Schro¨dinger-Gleichung (Abb. 3.3) abweichen und somit deutlich genauer sind als
die nach der quasiklassischen Methode von [Ho94] gewonnenen Werte. Unter Beru¨cksichti-
gung der Coulomb-Wechselwirkung entlang und u¨ber die Barriere hinweg wird in [Mit01] eine
erweiterte Bandlu¨cke mit ∆εww = 0,055 erhalten. Dieser Wert u¨bertrifft ∆ε zwar um 67 %, ist
aber noch immer deutlich zu klein, um die Breite der Leitwertspitzen in allen Experimenten
zu erkla¨ren.
Kollar und Sachdev [Kol02] kombinieren mit einer asymptotischen Analyse (engl. method
of matched asymptotics) die Ergebnisse zweier separater Rechnungen. Die Gu¨ltigkeitsbe-
reiche beider Ansa¨tze liegen auf unterschiedlichen La¨ngenskalen, besitzen aber einen da-
zwischenliegenden, gemeinsamen Bereich der U¨berschneidung. Auf kleinem Maßstab wird
im Rahmen einer mikroskopischen Sto¨rungsrechnung die Coulomb-Wechselwirkung zwischen
den Randkana¨len beru¨cksichtigt, wa¨hrend auf großer La¨ngenskala mit einer exakt lo¨sbaren
Quantenfeldtheorie die durch den Tunneleffekt bedingte Energielu¨cke bestimmt wird. Den
Ausgangspunkt bilden eine zusammengesetzte Bandstruktur a` la [Ho94] und eine unterste
Bandlu¨cke ∆ε, deren Wert bei fehlender Wechselwirkung aus [Mit01] u¨bernommen wird. Fu¨r
wechselwirkende Elektronen und a = 52 A˚ erhalten Kollar und Sachdev mit ∆εww = 0,077
eine auf das Zweifache angestiegene Energielu¨cke. Das Ergebnis aus [Mit01] wird insgesamt
um 20−40 % u¨bertroffen (Tab. 3.1).
Obwohl die Coulomb-Wechselwirkung gegenu¨ber der Einteilchen-Bandstruktur immerhin
ungefa¨hr zu einer Verdopplung der Breite der Energielu¨cken fu¨hrt, bleibt trotz allem zwi-
schen dem experimentellen ∆ν und dem theoretischen ∆ε ein Faktor von ca. 5,5 bestehen.
Zur Erkla¨rung dieser Diskrepanz bleibt nur der Hinweis auf die Unordnung, die realen Proben
immanent ist. Wie in den Abschnitten 3.2 und 4.6 zu sehen sein wird, sind Abweichungen
vom idealen Potentialverlauf experimentell sogar direkt nachweisbar, zumindest was sog.
Tunnelzentren anbelangt, die Unvollkommenheiten der Barriere mit lokal erho¨hter Tunnel-
wahrscheinlichkeit darstellen [Yan05]. Die Streuung der entlang der Barriere propagierenden
Elektronen lockert das Prinzip der Kristallimpulserhaltung (Abschnitt 1.2.4) und fu¨hrt da-
mit zu einem Auswaschen der Bandstruktur [Kan00a]. A¨hnlich wird in [Mit01] argumentiert:
Die ionisierten Donatoren der Modulationsdotierung verursachen ein zufa¨lliges Unordnungs-
potential. Infolgedessen ist das Intervall des chemischen Potentials, fu¨r das Ru¨ckstreuung in
gegenu¨berliegende Randkana¨le stattfinden kann, weniger durch die Gro¨ße der Bandlu¨cke als
durch die Sta¨rke des Unordnungspotentials bestimmt.
Es ist ein wenig erfolgversprechendes Unterfangen, quantitative Aussagen u¨ber das Un-
ordnungspotential in einer konkreten Probe treffen zu wollen. Doch trotz der Tatsache, daß
aufgrund dieser Unkenntnis aus der nominellen Breite der Bandlu¨cken nur in unzula¨ngli-
cher Weise auf die Breite der Leitwertspitzen geschlossen werden kann, sollen abschließend
die Werte von ∆ε fu¨r a = 88 A˚ oder 52 A˚ verglichen werden. Wa¨hrend die Barrierendicke
um 40 % abnimmt, steigt die Bandlu¨cke gema¨ß Tab. 3.1 ohne und mit Beru¨cksichtigung von
Wechselwirkung um das 7,2- bzw. 5,7-fache an. Prinzipiell sind also fu¨r die 52 A˚-Proben dieser
Arbeit im Vergleich zu denen von Kang et al. (88 A˚) breitere Leitwertspitzen zu erwarten.
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3.1.4 A¨quidistanz der Antikreuzungen
Wa¨hrend die beiden Energielu¨cken zwischen dem 1. und 2. Landau-Band in Abb. 3.1a al-
lein aus Symmetriegru¨nden auf gleicher Ho¨he liegen, ist das bei den drei daru¨berliegenden
Bandlu¨cken gleicher Ordnung schon nicht mehr der Fall. In diesem Abschnitt wird jedoch
nicht die Bandstruktur von stark, sondern von schwach gekoppelten Elektronensystemen un-
tersucht. Das Ziel besteht dabei darin, fu¨r Abschnitt 4.4 eine Methode zu entwickeln, mit
der die Elektronendichte aus den magnetfeldabha¨ngigen Leitwertkurven bestimmt werden
kann. Im Fokus des Interesses steht der energetische Abstand von Antikreuzungen gleicher
sowie aufeinanderfolgender Ordnung und die Frage, inwiefern diese Energiedifferenzen von
der Sta¨rke des Magnetfelds abha¨ngen. Insgesamt handelt es sich dabei um eine Verallge-
meinerung der Betrachtungen aus Abschnitt 2.4.1. Dort wurde fu¨r V0 ≫ ℏωc festgestellt,
daß sich die Antikreuzungen bei einer Magnetfelda¨nderung nur um Bruchteile der Zyklotron-
Energie verschieben. Beispielsweise sorgt in Abb. 2.6b, ausgehend von 1,84 T, der Anstieg
des Magnetfelds um 1 T fu¨r ein Anheben der Energielu¨cke zwischen dem 1. und 2. Band um
0,02 ℏωc.
In Abb. 2.6a liegen alle Energielu¨cken, die zwei aufeinanderfolgende Ba¨nder trennen, auf
nahezu derselben Ho¨he. Die vergro¨ßerte Darstellung in Abb. 3.4a zeigt, daß die Bandlu¨cken
gro¨ßtenteils u¨berlappen und ihre Position mit zunehmendem |X| leicht abfa¨llt. Es ist jedoch
nicht mo¨glich, im Experiment die einzelnen Antikreuzungen aufzulo¨sen, da, wie zuvor dis-
kutiert, die Halbwertsbreite ∆ν der Leitwertspitzen die Ausdehnung ∆ε der Energielu¨cken
um ein Vielfaches u¨bertrifft. Im folgenden wird deshalb nur die mittlere Position von Ener-
gielu¨cken gleicher Ordnung betrachtet. Deren energetische Lage ist in Abb. 3.4b fu¨r zwei
verschiedene Magnetfeldsta¨rken gegen den Bandindex aufgetragen. Da die Antikreuzungen
a¨quidistant sind, kann ihre Position durch die empirischen Geradengleichungen
B = 1,84 T : εAKn = (1,075± 0,005) + (1,007± 0,001)n (3.5a)
B = 2,84 T : εAKn = (1,094± 0,003) + (1,009± 0,001)n (3.5b)
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Abb. 3.4. (a) Bandstruktur fu¨r V0 = 268 meV und a = 52 A˚ (Vergro¨ßerung aus Abb. 2.6a).
(b) Mittlere Position der Energielu¨cken zwischen dem n-ten und (n+1)-ten Landau-Band. Die
Relationen (3.5) ergeben sich durch Anpassung einer Geradengleichung an die Datenpunkte.
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beschrieben werden. Die eingangs dieses Abschnitts erwa¨hnte Verschiebung der Antikreuzun-
gen bei einer A¨nderung des Magnetfelds ist fast vollsta¨ndig im ersten Term enthalten. Dieser
reproduziert mit 1,094−1,075 = 0,019 den Wert 0,02 ℏωc aus Abschnitt 2.4.1. Die im zweiten
Term von (3.5) enthaltene Magnetfeldabha¨ngigkeit ist um eine Gro¨ßenordnung schwa¨cher und
nimmt mit dem Bandindex zu. Zusammenfassend hat man also a¨quidistante Antikreuzun-
gen, die mit steigendem Magnetfeld (∆B = 1 T) kollektiv angehoben werden (∆εAKn = 0,02),
wobei der Abstand der einzelnen Lu¨cken ebenfalls leicht zunimmt (∆εAKn = 0,002n).
Auch Takagaki und Ploog [Tak00] gehen bei der Interpretation ihrer Tight-Binding-
Rechnung (Abschnitt 2.6) kurz auf die Lage der Antikreuzungen und deren Abstand ein.
Die Distanz zwischen den Leitwertspitzen ist konstant und hat unabha¨ngig von der Elek-
tronendichte den Wert 2 auf der Skala des Fu¨llfaktors. Unter Beru¨cksichtigung der auch in
[Tak00] vorausgesetzten Spinentartung entspricht diese Zahl nach (3.1) einer Energiedifferenz
von εAKn+1 − εAKn = 1. Dieser Wert geht mit dem Zusammenhang (3.5) konform, welcher mit
ho¨herer Genauigkeit aus der exakten Einteilchenrechnung gewonnen wurde.
Die Autoren von [Tak00] stellen ferner fest: Wenn N Landau-Ba¨nder unterhalb des Fermi-
Niveaus besetzt sind, ist die fu¨r die Leitwertspitze verantwortliche Energielu¨cke N -fach ent-
artet. Auch dieser Punkt wird von Abb. 3.4a mit einer kleinen Einschra¨nkung besta¨tigt:
Wenn das Fermi-Niveau im U¨berlappungsbereich der sieben Energielu¨cken zwischen dem
ε6k- und ε7k-Band liegt, sind die Landau-Ba¨nder n = 0, 1, . . . , 6 besetzt. Die Energielu¨cken
liegen jedoch, wie weiter oben ausgefu¨hrt wurde, auf leicht unterschiedlicher Ho¨he, so daß das
Fermi-Niveau nicht exakt gleichzeitig durch alle Lu¨cken geht und man insofern von Entartung
nur bedingt sprechen kann.
3.2 Tunnelzentren und Quanteninterferenz
Die Landau-Oszillationen bestimmen die Grundstruktur der Leitwertkurven. Ihr Entstehen
wird am einfachsten in der Theorie der Mischung von Landau-Zusta¨nden verstanden, der
eine atomar glatte Potentialerhebung zugrunde liegt. Gleichwohl ist nicht ausgeschlossen,
daß in der ca. 18 Monolagen starken Barriere Unvollkommenheiten in der Kristallstruktur
enthalten sind. Selbst bei idealen Wachstumsbedingungen sind Unregelma¨ßigkeiten allein
aufgrund der statistischen Verteilung der Gruppe-III-Elemente in der terna¨ren Verbindung
AlGaAs unvermeidbar. Kim und Fradkin haben basierend auf der Hypothese von punktfo¨rmi-
gen Tunnelzentren innerhalb der Barriere die Wechselwirkung zwischen gegenu¨berliegenden
Randkana¨len untersucht. Mit den Ergebnissen der ersten Vero¨ffentlichung [Kim03a], die sich
noch auf ein einzelnes Tunnelzentrum beschra¨nkt, kann die Entstehung der ersten beiden
Leitwertspitzen mit kleinstem Fu¨llfaktor nachvollzogen werden. Abschnitt 3.2.1 rekapituliert
die wichtigsten Punkte dieser Theorie. Die Erweiterung des Modells auf zwei Tunnelzentren in
[Kim03b] ero¨ffnet die Mo¨glichkeit von Quantenkoha¨renzeffekten. Im Zentrum der Diskussion
von Abschnitt 3.2.2 steht der Aharonov-Bohm-Effekt an Randkana¨len, die durch zwei oder
mehr Tunnelzentren gekoppelt sind. Interferenzen zwischen einzelnen Teiltrajektorien fu¨hren
zu kurz- und quasiperiodischen Oszillationen im Tunnelstrom, die den Landau-Oszillationen
u¨berlagert sind. Der Effekt wurde erstmals in [Yan05] an der Leitwertspitze mit kleinstem
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n+ Abb. 3.5. Zwei gegenu¨berliegende, entgegengesetzt
propagierende Randkana¨le ko¨nnen als eine singula¨re
Luttinger-Flu¨ssigkeit ohne Chiralita¨t angesehen wer-
den. Ru¨ckstreuung zwischen beiden Zweigen der ein-
dimensionalen Fermi-Flu¨ssigkeit findet nur an Tunnel-
zentren in der Barriere statt [Kim03a].
Fu¨llfaktor beobachtet. Die vorliegende Arbeit besta¨tigt das Verhalten des Tunnelstroms in
diesem Bereich des Fu¨llfaktors und zeigt zusa¨tzlich die Existenz a¨hnlicher quasiperiodischer
Oszillationen im Bereich kleiner Magnetfelder auf, die noch vor dem Einsatz der regula¨ren
Landau-Oszillationen zu beobachten sind.
3.2.1 Kopplung durch ein einzelnes Tunnelzentrum
Kim und Fradkin ersetzen die beiden lateral gekoppelten Quanten-Hall-Systeme aus Abb.
3.5 durch das Modell eines Paares von gekoppelten, chiralen Luttinger-Flu¨ssigkeiten und
betrachten dabei den Fall ν ≈ 1 [Kim03a]. Die Chiralita¨t der Luttinger-Flu¨ssigkeiten ist durch
die Dispersion aus Abb. 2.6 bzw. durch den sich daraus ergebenden Elektronenimpuls (1.28)
fu¨r Zusta¨nde an der Fermi-Kante bestimmt. Aus der Erhaltung der Chiralita¨t folgt, daß
die Elektron-Elektron-Wechselwirkung zwischen den gegenu¨berliegenden eindimensionalen
Fermi-Flu¨ssigkeiten nur zu Vorwa¨rtsstreuung fu¨hren kann. Ohne Ru¨ckstreuung verhalten
sich die zwei Randkana¨le mit entgegengesetztem Impuls wie eine einzige Luttinger-Flu¨ssigkeit
ohne Chiralita¨t (Abb. 3.5). Diese kann durch die effektive Geschwindigkeit v0 und die effektive
Luttinger-Kopplungskonstante gc, ein Maß fu¨r die Sta¨rke der Wechselwirkungen, beschrieben
werden. Unter Verwendung des Abstands a′ der gegenu¨berliegenden Randkana¨le scha¨tzen
Kim und Fradkin die Kopplungskonstante gc mit Hilfe des Verha¨ltnisses zwischen Coulomb-
und Fermi-Energie grob ab: gc ≈
(
e2/ǫrǫ0a
′
)
/EF . Nur fu¨r Fu¨llfaktoren ν > 1 erha¨lt man
einen Luttinger-Parameter K < 1, der dann durch K =
√
(1− gc)/(1 + gc) gegeben ist.
Andernfalls gilt K > 1 und das Tunneln durch die Barriere ist unterdru¨ckt.
Wa¨hrend im Bild der Mischung von Landau-Zusta¨nden der Tunnelstrom ausschließlich
an den a¨ußeren Enden der Barriere auftritt (Abschnitt 3.1.1), sind Tunnelprozesse nach dem
Modell von [Kim03a] nur an einer hypothetischen lokalen Deformation der Barriere mo¨glich.
Eine solche Unregelma¨ßigkeit, die in einer Sto¨rstelle oder einem lokal erniedrigten Alumini-
umgehalt bestehen kann, wird als Tunnelzentrum oder Punktkontakt bezeichnet und ist die
Ursache fu¨r Ru¨ckstreuung zwischen den links- und rechtspropagierenden Zweigen der nicht-
chiralen Luttinger-Flu¨ssigkeit. In Abb. 3.5 repra¨sentieren die durchgezogenen Linien die Bahn
der Orbitzentren von Elektronen in einem Randkanal, wa¨hrend die gestrichelten Kreisbo¨gen
einen Teil des Orbits von tunnelnden Elektronen (vgl. Abb. 1.1) darstellen. Kim und Fradkin
bilden das System Randkanal-Barriere-Randkanal auf das Problem einer einzigen Luttinger-
Flu¨ssigkeit ab, die eine schwache Verbindungsstelle (engl. link oder junction) entha¨lt. Ein
entsprechendes System wurde bereits von Kane und Fisher untersucht [Kan92a, Kan92b].
Nach erfolgter Bosonisierung u¨bertragen Kim und Fradkin schließlich das Modell auf das
Sine-Gordon-Problem, fu¨r welches exakte Lo¨sungen bekannt sind.
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Fu¨r ein spinaufgespaltenes System liefert die Rechnung in [Kim03a] u. a. folgende Ergeb-
nisse: Die Ho¨he der Leitwertspitzen liegt in Abha¨ngigkeit von einer Tunnelamplitude t (vgl.
Abschnitt 2.6) deutlich unterhalb des Hall-Leitwerts (n+1)e2/h und hat im Limit von T = 0
den Wert
Gt = Ke
2/h. (3.6)
Weiterhin wird festgestellt, daß die Leitwertspitzen wesentlich breiter sind als aufgrund der
schmalen Lu¨cken in der Einteilchen-Bandstruktur zu erwarten ist. Die erste Leitwertspitze
liegt bei ν & 1, und eine Erweiterung des Modells auf das na¨chstho¨here Landau-Niveau, das
mit Elektronen entgegengesetzten Spins besetzt ist, ergibt die Position ν & 2 fu¨r eine zwei-
te Leitwertspitze. Leitwertspitzen bei ho¨heren Fu¨llfaktoren werden von Kims und Fradkins
Modell nicht erfaßt. Aufgrund der ungenauen Angaben u¨ber die Lage der Leitwertspitzen
und der Tatsache, daß die Werte keine Magnetfeldabha¨ngigkeit enthalten, wird in dieser Ar-
beit bei der Analyse der Position der Leitwertspitzen auf die Bandstruktur aus Kapitel 2
zuru¨ckgegriffen.
Abschließend bleibt zu bemerken, daß das Modell aus [Kim03a] prima¨r fu¨r ein Elektronen-
system im Regime des fraktionalen Quanten-Hall-Effekts entwickelt wurde und auf den Eigen-
schaften von Luttinger-Flu¨ssigkeiten beruht. Trotz der Bezugnahme auf [Kan00a] unterlassen
es die Autoren jedoch, die Anwendbarkeit der Theorie auf ganzzahlige Quanten-Hall-Zusta¨nde
zu diskutieren. Im Bild der Mischung von Landau-Zusta¨nden folgt das periodische Auftreten
von Leitwertspitzen aus der Existenz von Landau-Bandlu¨cken. Die Coulomb-Wechselwirkung
ist dabei nur fu¨r die Verbreiterung der Leitwertspitzen, nicht jedoch fu¨r ihr Auftreten ver-
antwortlich. Im Gegensatz dazu wird nach [Kim03a] die Coulomb-Wechselwirkung als allein
ursa¨chlich fu¨r die Existenz der Leitwertmaxima bei ν & 1 und ν & 2 angesehen. Die Band-
struktur und ihre Energielu¨cken finden in diesem Modell keine Beru¨cksichtigung.
3.2.2 Aharonov-Bohm-Effekt an Tunnelzentren
Es erscheint sehr wahrscheinlich, daß eine Probe nicht nur ein Tunnelzentrum, sondern gleich
mehrere dieser Sto¨rungen in der Barriere aufweist. Durch mehrfaches Tunneln ergibt sich fu¨r
ein Elektron die Mo¨glichkeit der Selbstinterferenz. Abbildung 3.6 illustriert, wie mit zwei Tun-
nelzentren das von Aharonov und Bohm (AB) vorgeschlagene Interferenzexperiment realisiert
werden kann [Aha59, Web88, Dat97]: Die Elektronentrajektorie teilt sich am Punkt A in zwei
Wege 1 und 2 auf, die bei B wieder zusammentreffen. Beide Teiltrajektorien schließen den
magnetischen Fluß Φ = Bba′ ein, wobei a′ > a der Abstand der interferierenden Randkana¨le
und b die Distanz zwischen beiden Tunnelzentren ist.6 Die Wellenfunktion eines Elektrons
6Im Gegensatz zu Abb. 3.6 schließen in [Kim03b, Fig. 1] und [Yan05, Fig. 1(b)] die beiden innersten
Tunnelpfade den maßgeblichen magnetischen Fluß ein, was hier einer Kombination von Teilen der roten und
gru¨nen 1er-Wege entsprechen wu¨rde. Eine solche Interferenzmo¨glichkeit widerspricht zwar der klassischen AB-
Anordnung mit Strahlteiler [Aha59], ergibt aber dasselbe Meßergebnis, wie zum Beispiel in [Umb87] sogar fu¨r
einen AB-Ring gezeigt wurde, der nur u¨ber eine einzige Zuleitung mit dem Stromkreis verbunden war.
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n+ Abb. 3.6. Barriere mit drei Tunnelzentren. Die ro-
ten und gru¨nen Pfade sind zueinander a¨quivalent.6
Das AB-Experiment stellt sich so dar: Ein Elek-
tron am Punkt A gelangt entweder u¨ber den Weg 1
oder 2 zum Punkt B. Unter Einbeziehung des rech-
ten Tunnelzentrums wa¨ren weitere und komplexere
Interferenzpfade mo¨glich.
erfa¨hrt entlang der Teiltrajektorie i ∈ {1,2} die Phasenverschiebung Si/ℏ = −e/ℏ
∫
i A·dr. Die
Phasendifferenz zwischen beiden Teiltrajektorien erha¨lt man demnach durch das Wegintegral
1
ℏ
(S2 − S1) = e
ℏ
∮
A · dr (3.7a)
=
e
ℏ
∫
F
(∇×A) · dF (3.7b)
=
e
ℏ
B
(
ba′
)
=
ba′
ℓ2
= 2π
Φ
Φ0
, (3.7c)
wobei F die Fla¨che bezeichnet, welche von den Wegstu¨cken 1 und 2 eingeschlossen wird.
Der Ausdruck (3.7b) ergibt sich durch Anwendung des Integralsatzes von Stokes, und (3.7c)
folgt aus der Definition des Vektorpotentials, B = rotA. Am Punkt B in Abb. 3.6 herrscht
konstruktive Interferenz, wenn der magnetische Fluß Φ = Bba′ ein ganzzahliges Vielfaches
des Diracschen Flußquantums Φ0 = h/e annimmt. Die Periodizita¨t bezu¨glich des Magnetfelds
betra¨gt deshalb
∆B =
1
ba′
h
e
. (3.8)
Wa¨hrend die Landau-Oszillationen (Abschnitt 3.1.1) eine glatte, langperiodische Funktion des
Magnetfelds darstellen (∆ν ≈ 1), liegt die Periodenla¨nge der AB-Oszillationen im Bereich
einiger Millitesla.
Der Abstand a′ der Randkana¨le kann anhand der Bandstruktur und der zugeho¨rigen
Wellenfunktionen bestimmt werden. Fu¨r schwach gekoppelte Elektronensysteme wurde in
Abschnitt 2.4.3 festgestellt, daß Landau-Zusta¨nde abseits der kleinen Antikreuzungen Rand-
zusta¨nde darstellen, deren Aufenthaltswahrscheinlichkeit sich auf einen der beiden Elektro-
nenfilme konzentriert (Abb. 2.8). Gema¨ß (1.62) hat ein Zustand der Energie εnk im allgemei-
nen eine Ausdehnung von 2∆X, wobei ∆X =
√
2εnk + 1 ℓ gilt. Aus Abb. 1.6b wird ersichtlich,
daß der Schwerpunkt eines Randzustandes mit X > 0 na¨herungsweise bei
[
a
2 + (X + ∆X)
]
/2
liegt. Der Abstand zum spiegelsymmetrischen Zustand bei −X betra¨gt deshalb
a′ ≈ a
2
+ |X|+ ∆X. (3.9)
Die Schwankungsbreite dieser Angabe hat fu¨r das Grundzustandsband etwa den Wert ±ℓ
und nimmt mit steigender Ordnung bzw. Ausdehnung der Randzusta¨nde zu.
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Unter Fortentwicklung ihres Modells untersuchen Kim und Fradkin in [Kim03b] den Ein-
fluß des AB-Effekts auf den Tunnelstrom durch die Barriere. Anstatt der Abscha¨tzung (3.9)
fu¨r den Abstand der Aufenthaltsschwerpunkte wird in [Kim03b] und [Yan05] als Trajekto-
rienabstand unmittelbar die Barrierenbreite a verwendet.7 Die Interferenz der am Punkt B
zusammentreffenden Elektronen steht in Konkurrenz zu thermischen Fluktuationen, wes-
halb die Autoren zwischen einem koha¨renten und inkoha¨renten Regime unterscheiden. In-
koha¨renz liegt bei hoher Temperatur T und großem Abstand b zweier Tunnelzentren vor:8
ℏv/4b ≪ kBT . Die Tunnelzentren wirken in diesem Fall voneinander unabha¨ngig, d. h., sie
sind entkoppelt und das in [Kim03a] entwickelte Modell fu¨r einen einzelnen Punktkontakt
kann auf beide separat angewandt werden. Interessanter ist daher das koha¨rente Regime mit
ℏv
4b
≫ kBT. (3.10)
Kim und Fradkin unterscheiden hier zwischen den Grenzfa¨llen starker und schwacher Kopp-
lung. In beiden Fa¨llen ergeben sich dabei AB-Oszillationen mit gleicher Periodizita¨t (3.8),
aber verschiedener Kurvenform. Bei starker Kopplung, also an einem Leitwertmaximum der
Landau-Oszillationen, fu¨hrt eine Serie resonanter Tunnelprozesse zu u¨berlagerten Leitwert-
oszillationen, die den durch (3.6) gegebenen Maximalwert zudem etwas verringern. Aus der
aufwendigen Rechnung in [Kim03b] resultiert nur ein Ausdruck fu¨r die Amplitude der Schwin-
gungen, nicht jedoch fu¨r die genaue Magnetfeldabha¨ngigkeit. Dahingegen wird im Grenzfall
schwacher Kopplung ein einfaches sinusfo¨rmiges Verhalten des Tunnelstroms erhalten:
Gt ∝ 1
2
[
1 + cos
(
2π
Φ
Φ0
)]
+ · · · . (3.11)
Die Amplitude dieser Oszillationen, die im Bereich der Leitwertminima der Landau-
Oszillationen zu erwarten sind, ist deutlich kleiner als Ke2/h (Gl. 3.6).
Wenn eine Barriere mehr als zwei Tunnelzentren entha¨lt und wenn diese so nahe bei-
einander liegen, daß die Koha¨renzbedingung (3.10) auch fu¨r mehr als zwei Punktkontakte
gleichzeitig erfu¨llt ist, werden die Mo¨glichkeiten fu¨r AB-Oszillationen komplexer. So existie-
ren fu¨r N Tunnelzentren N (N − 1) /2 konkurrierende Interferenzpfade. Der jeweilige Beitrag
zum Leitwert ha¨ngt von der Kopplungssta¨rke der beteiligten Punktkontakte ab. Die U¨berla-
gerung der Tunnelstro¨me fu¨hrt zu quasiperiodischen Oszillationen des Leitwerts fu¨r das Ge-
samtsystem. Die Bandbreite der Periodizita¨t ∆B ist dabei durch die ra¨umliche Verteilung der
Tunnelzentren gegeben und durch das Koha¨renzkriterium (3.10) nach oben hin beschra¨nkt.
7Auf diesen Aspekt wird in Abschnitt 4.6.1 na¨her eingegangen.
8Die in [Kim03b] angefu¨hrte, aber nicht na¨her erla¨uterte Bedingung ℏv/b≪ kBT fu¨r Inkoha¨renz la¨ßt sich
folgendermaßen ableiten: Mit der Geschwindigkeit v braucht ein Elektron fu¨r den Weg 1 in Abb. 3.6 die Zeit
∆t ≃ 2b/v. Aufgrund der Energie-Zeit-Unscha¨rferelation betra¨gt die mittlere Schwankung der Teilchenenergie
∆E ≥ ℏ/2∆t [Mes91]. Im inkoha¨renten Regime wird ∆E von den thermischen Fluktuationen deutlich u¨ber-
troffen. Es gilt also ∆E ≪ kBT , woraus ℏv/4b ≪ kBT folgt. Wa¨hrend der Faktor 1/4 in [Kim03b] offenbar
außer acht blieb, ist er im U¨bergangsbereich zwischen Koha¨renz und Inkoha¨renz durchaus von Bedeutung, so
daß er im folgenden beru¨cksichtigt wird.
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3.3 Zusammenfassung
Das magnetfeldabha¨ngige Verhalten des Leitwerts zweier schwach gekoppelter Quanten-Hall-
Systeme wird gema¨ß dem aktuellen Stand der Forschung mit Hilfe zweier unterschiedlicher
Modellansa¨tze erkla¨rt. Die langperiodischen und regelma¨ßigen Landau-Oszillationen erge-
ben sich im Bild der Mischung von Landau-Zusta¨nden unmittelbar aus der Bandstruktur:
Wenn das Fermi-Niveau in eine Bandlu¨cke eintritt, verschwinden alle Randkana¨le entlang
der Barriere mit Ausnahme von zweien. Die verbleibenden Teiltrajektorien fu¨gen sich an der
Probenbegrenzung zu erweiterten Randkana¨len zusammen, welche die Barriere an deren En-
den durchdringen und so zum Entstehen eines Leitwertmaximums beitragen. Die Einteilchen-
Bandstruktur aus Kapitel 2 beinhaltet keine Coulomb-Wechselwirkung. Die Beru¨cksichtigung
derselben wu¨rde jedoch nur zu geringen Modifikationen der Dispersion fu¨hren. Denn die Re-
sultate aus [Mit01] und [Kol02] zeigen fu¨r wechselwirkende Elektronen zwar eine etwa doppelt
so große, aber im Vergleich zur Zyklotron-Energie nach wie vor sehr kleine Bandlu¨cke.
Im Experiment u¨bertrifft die Breite der Leitwertspitzen die Ausdehnung der theoretisch
berechneten Bandlu¨cken um ein Vielfaches. Dieses Pha¨nomen kann letztlich nur auf das in den
Proben vorherrschende Unordnungspotential zuru¨ckgefu¨hrt werden. Die durch Unordnung
bedingte Verbreiterung der Landau-Ba¨nder findet allerdings in keinem der bisherigen Modelle
eine quantitative Beru¨cksichtigung. Zum Abschluß des Teilkapitels zur Theorie der Mischung
von Landau-Zusta¨nden wird fu¨r schwach gekoppelte Elektronensysteme gezeigt, daß Landau-
Bandlu¨cken gleicher Ordnung nahezu entartet sind und zu den Bandlu¨cken benachbarter
Ordnung einen Abstand aufweisen, der nur geringfu¨gig von der Magnetfeldsta¨rke abha¨ngt.
Wa¨hrend die Landau-Oszillationen u¨ber die gesamte verfu¨gbare Skala des Fu¨llfaktors
auftreten und direkt aus der Bandstruktur abgeleitet werden ko¨nnen, beno¨tigt man zur Er-
kla¨rung von ebenso sichtbaren kurz- und quasiperiodischen Oszillationen, welche nur strecken-
weise den Landau-Oszillationen u¨berlagert sind, eine alternative Betrachtungsweise. Ein ent-
sprechendes Modell von Kim und Fradkin fußt auf der Annahme der Existenz von Tunnel-
zentren in der Barriere. Bereits fu¨r ein einzelnes Tunnelzentrum lassen sich die beobach-
teten Eigenschaften der ersten beiden Leitwertmaxima herleiten. Dabei besteht allerdings
eine erhebliche Unsicherheit hinsichtlich der Position der Leitwertspitzen auf der Skala des
Fu¨llfaktors, weshalb in diesem Punkt die Verwendung der Bandstruktur aus Kapitel 2 unver-
zichtbar ist. Bei zwei oder mehr koha¨renten Tunnelzentren wird der Aharonov-Bohm-Effekt
mo¨glich. Die entsprechenden Quanteninterferenzen bewirken das Auftreten von Signaturen
im Leitwert, die bezu¨glich der Magnetfeldsta¨rke periodisch sind.
Die beiden vorgestellten Modelle sind in ihrem Ansatz ziemlich gegensa¨tzlich: Das Modell
von Kim und Fradkin ignoriert die Bandstruktur, insbesondere die Bandlu¨cken, und basiert
auf der Elektron-Elektron-Wechselwirkung gegenu¨berliegender Randkana¨le. Dieser Vielteil-
cheneffekt kommt im Bild der Mischung von Landau-Zusta¨nden nur in Form von Korrektu-
ren zum Tragen. Bei der Entwicklung beider Theorien konnte bisher, was das mathematische
Geru¨st anbelangt, weitgehend analytisch vorgegangen werden. Fu¨r eine Zusammenfu¨hrung
84 KAPITEL 3. THEORIE ZUM TUNNELTRANSPORT
der Modelle mu¨ßte das System der gekoppelten Elektronensysteme inklusive der Tunnel-
zentren jedoch diskretisiert werden, um dann die Schro¨dinger-, Poisson-, Kontinuita¨ts- und
Diffusionsgleichungen unter Beru¨cksichtigung der Coulomb-Wechselwirkung und der extern
angelegten elektrischen und magnetischen Felder numerisch und selbstkonsistent zu lo¨sen.
Kapitel 4
Experiment und Auswertung
In diesem Kapitel werden die bisher erarbeiteten theoretischen Grundlagen und Vorhersa-
gen bei der Interpretation von experimentellen Ergebnissen angewandt, u¨berpru¨ft und auch
weiterentwickelt. Den Ausgangspunkt bildet eine Probenstruktur, die mit Hilfe der Methode
des U¨berwachsens von Spaltfla¨chen hergestellt wurde und die eine Steuerelektrode zur Indu-
zierung zweier schwach gekoppelter Elektronensysteme entha¨lt. Wa¨hrend Interferenzeffekte
an Tunnelzentren auch in modulationsdotierten Proben auftreten, ist es zur Analyse der ma-
gnetfeldabha¨ngigen Position einer bestimmten Leitwertspitze erforderlich, daß der Parameter
der Elektronendichte in situ variabel ist. Zu Beginn dieses Kapitels wird die Probenstruk-
tur samt Pra¨parationsmethode vorgestellt. Die nachfolgenden Abschnitte bescha¨ftigen sich
mit der verwendeten Meßtechnik, den wichtigsten Unterschieden zur modulationsdotierten
Struktur von Kang et al. sowie einem Verfahren zur Bestimmung der Elektronendichte aus
den Landau-Oszillationen. Ferner werden der Effekt einer internen Vorspannung, die sich auf-
grund von Leckstro¨men aufbaut, und das Pha¨nomen von unerwartet hohen Leitwerten fu¨r
den Tunneltransport durch die gekoppelten Quanten-Hall-Systeme diskutiert.
Die beiden letzten Abschnitte widmen sich im Detail den Eigenschaften der Leitwertkur-
ven in Abha¨ngigkeit der magnetischen Flußdichte. Abschnitt 4.6 behandelt quasi- und kurz-
periodische Oszillationen, die im Leitwert vor allem aufgrund des Aharonov-Bohm-Effekts
zutage treten. Im Gegensatz zum Experiment von Kang et al. [Yan05] werden entsprechende
Signaturen nicht nur an der Leitwertspitze mit dem niedrigsten Fu¨llfaktor, sondern auch bei
kleinen Magnetfeldern, noch vor dem Einsatz der regula¨ren Landau-Oszillationen beobach-
tet. Letztere sind schließlich Gegenstand des Abschnitts 4.7. Zuna¨chst wird die Form und
Lage der Leitwertspitzen im Hinblick auf eine etwaige Spinaufspaltung der Landau-Zusta¨nde
diskutiert. Darauf aufbauend erfolgt eine eingehende Analyse der magnetfeldabha¨ngigen Ma-
ximumspositionen, die auf der Skala des Fu¨llfaktors mit den theoretischen Positionen der
Landau-Bandlu¨cken auf der Skala der Zyklotron-Energie verglichen werden.
4.1 Probendesign und -herstellung
Seit etwa drei Jahrzehnten werden AlGaAs-Heterostrukturen mittels Molekularstrahlepitaxie
(MBE) hergestellt. Die Rauhigkeit der Heterogrenzfla¨chen kann in GaAs/AlGaAs-Strukturen
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Abb. 4.1. U¨berwachsen einer Spaltfla¨che.
bis zu einer Monolage reduziert werden. Zur Realisierung von niedrigdimensionalen Quan-
tensystemen ist ha¨ufig eine Strukturierung in mindestens einer weiteren Raumrichtung bei
a¨hnlich guter Qualita¨t wu¨nschenswert (vgl. [Pfe05]). Trotz aller Fortschritte in der Photo-
und Elektronenstrahllithographie ko¨nnen scharf definierte Potentialmodulationen auf einer
La¨ngenskala von 5 nm nur durch epitaktisches Wachstum verwirklicht werden. Ein AlGaAs-
Kristall besitzt die Eigenschaft, daß durch Spalten entlang der unpolaren {110}-Ebenen ato-
mar glatte Oberfla¨chen freigelegt werden ko¨nnen. Dies ermo¨glicht die Durchfu¨hrung zweier
zueinander senkrechter Wachstumsschritte und damit die Methode des U¨berwachsens von
Spaltfla¨chen (engl. cleaved-edge overgrowth, CEO), die von Pfeiffer et al. eingefu¨hrt wurde
[Pfe90]. Verschiedene Details dieser Technik, deren Prinzip in Abb. 4.1 dargestellt ist, finden
sich in [Sch03], [Sch05] und [Fei06].
Den Ausgangspunkt fu¨r CEO-Proben wie aus Abb. 4.2 bilden monokristalline, ca. 400µm
dicke GaAs-Scheiben. Um bei der spa¨teren Kontaktierung der Steuerelektrode (engl. gate
electrode) einen Kurzschluß mit der unteren (001)-n+-Schicht zu vermeiden, ist semiisolie-
rendes Material zu bevorzugen. Das Wachstum auf der Kristallscheibe wird in der Regel
mit einem U¨bergitter begonnen. Die alternierende Abfolge von GaAs- und AlGaAs-Schichten
fu¨hrt zur einer verbesserten Gla¨ttung der (001)-Wachstumsoberfla¨che. Um spa¨ter den Meß-
strom senkrecht zu den Schichten des ersten Wachstums aufpra¨gen zu ko¨nnen, folgt dem
U¨bergitter eine 500 nm dicke n+-Kontaktschicht (Ru¨ckkontakt) mit einer Dotierkonzentrati-
on von 2 · 1017 cm−3 (Abschnitt 5.2). Die Quantenregion der Probe besteht aus einer 52 A˚
dicken Barrierenschicht aus Al0,34Ga0,66As und zwei flankierenden GaAs-Schichten, die jeweils
2µm stark sind. Den Abschluß des ersten Wachstumsschritts bildet eine weitere n+-Schicht
(1100 nm), die ebenfalls der Stromzufu¨hrung dient (Frontkontakt).
Beim (001)-Wachstum von GaAs entstehen sog. ovale Defekte. Die Problematik dieser ma-
kroskopischen Sto¨rungen der Epitaxieschichten wird in Abschnitt 5.1 ausfu¨hrlich behandelt.
Maßnahmen zur Reduzierung der Defektdichte gehen in der Regel mit einer Verringerung der
Elektronenbeweglichkeit einher. Jedoch wird selbst bei einer sehr niedrigen Defektdichte von
500 cm−2 der Wert 6 · 106 cm2/Vs fu¨r die Beweglichkeit in der (001)-Ebene nicht unterschrit-
ten.
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Abb. 4.2. Schemazeichnung einer fer-
tiggestellten Probe samt elektrischer Ver-
schaltung. Die gestrichelte Linie kennzeich-
net die Lage des zweidimensionalen Elek-
tronensystems. Bezogen auf den Ru¨ckkon-
takt (R) liegen zwei Spannungen an: Die
Steuerspannung Ug und eine Wechselspan-
nung U∼, mit der u¨ber einen großen Vor-
widerstand Rs ein konstanter Strom einge-
pra¨gt wird.
Nach dem ersten Wachstumsschritt wird die Kristallscheibe aus der MBE-Anlage ge-
schleust, mit einer Brom-Methanol-Lo¨sung auf eine Dicke von 80−100µm chemisch poliert
und in 7× 6,5 mm2 große Stu¨cke vereinzelt. Mit Hilfe einer rechnergesteuerten Ritzmaschine
wird an definierter Stelle ein Oberfla¨chendefekt erzeugt, der spa¨ter beim Spalten als Soll-
bruchstelle dient. Besonders vorteilhaft ist es, wenn – wie in Abschnitt 5.4 erla¨utert wird
– beim Ritzen bereits ein initialer Spalt entsteht. Nach gru¨ndlicher Reinigung werden die
pra¨parierten Stu¨cke senkrecht stehend auf einen speziellen Wachstumshalter montiert und
wieder in die Anlage geschleust.
Der zweite Wachstumsschritt beginnt unmittelbar nach dem Spaltvorgang, durch den im
Ultrahochvakuum unter Verwendung einer speziellen Vorrichtung eine (110)-Kristallfla¨che in
situ freigelegt wird. Die zweite Schichtabfolge besteht aus 100 nm Al0,31Ga0,69As und 200 nm
n+-GaAs (n = 2 · 1018 cm−3) und wird im folgenden als Steuerelement (engl. gate structure)
bezeichnet. Wa¨hrend die Qualita¨t der Schichten des zweiten Wachstums im Auflichtmikro-
skop begutachtet wird, ko¨nnen Bereiche ohne erkennbare Riefen oder angeschnittene ovale
Defekte (vgl. Abb. 5.3b und c) fu¨r die weitere Zerteilung der Probenstu¨cke vorgemerkt wer-
den.
Die vergrabene n+-Schicht muß zur Ankontaktierung freigelegt werden, was am einfach-
sten mit Hilfe des naßchemischen A¨tzens geschieht. Bei der Herstellung der Mesa-Struktur
wird diejenige Probenha¨lfte maskiert, die auch die u¨berwachsene Spaltfla¨che beinhaltet. Da
die Probe in [110]-Richtung mit ca. 3 mm sehr lang ist, bietet sich zur Maskierung beson-
ders das manuelle Aufbringen von Klarwachs an. Anstatt Photolack aufzuschleudern und zu
belichten etc., ko¨nnen so in einem Arbeitsgang sowohl das obere Mesa-Plateau als auch die
Spaltfla¨che vor der A¨tzlo¨sung geschu¨tzt werden. Bei der Strukturierung stellte sich heraus,
daß die Dicke der unteren Kontaktschicht im Verha¨ltnis zu den daru¨berliegenden Schichten
sehr du¨nn gewa¨hlt wurde (ca. 1 : 11). Um den Kontakt trotzdem treffen zu ko¨nnen, ist die
A¨tzrate pra¨zise einzustellen und konstant zu halten. Die Ergebnisse einer entsprechenden
Versuchsreihe sind in Abschnitt 5.3 zusammengefaßt.
Vor der elektrischen Kontaktierung werden die gea¨tzten Probenstu¨cke in Streifen gespal-
ten, und zwar dergestalt, daß die La¨nge der u¨berwachsenen Spaltfla¨che in [11¯0]-Richtung
500µm betra¨gt. Auf die n+-Schichten werden ohmsche Kontakte aufgebracht, indem mit
dem Lo¨tkolben Indiumtro¨pfchen auf der Kristalloberfla¨che abstreift und anschließend einle-
giert werden. Die Temperatur und Dauer des Legiervorgangs du¨rfen nicht zu hoch bzw. zu
groß sein, damit es nicht zu einem Kurzschluß zwischen Front- und Ru¨ckkontakt kommt.
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Die Methode von manuell aufgebrachten Indiumkontakten zeichnet sich gegenu¨ber fla¨chigen
und photolithographisch definierten Metallisierungen [Kim97] zwar nicht durch Pra¨zision,
aber durch Zuverla¨ssigkeit, Schnelligkeit und eine hohe Flexibilita¨t aus. Gerade auf der un-
teren Kante der Spaltfla¨che (Abb. 4.2) ko¨nnen leicht mehrere Kontakte hergestellt werden,
was bei photolithographischen Methoden mit sehr großem Aufwand verbunden wa¨re, vgl.
[Ler06]. Obwohl zum Anlegen des Steuerpotentials Ug ein einzelner Kontakt genu¨gen wu¨rde,
ist ein zweiter Kontakt sehr hilfreich, wenn es die Funktionsfa¨higkeit des ersten zu pru¨fen
gilt. Nach dem Aufkleben des Probenstu¨cks auf einen DIL-Sockel1 samt aufgelo¨teter Plati-
ne werden die elektrischen Verbindungen mit Golddra¨htchen hergestellt, wobei letztere an
den Indiumlo¨tpunkten nach einer manuellen Plazierung am leichtesten mit Silberleitkleber
zu befestigen sind.
4.2 Verschaltung und Meßtechnik
Abbildung 4.2 illustriert, wie eine zu vermessende Probe typischerweise an die verwende-
ten Spannungsquellen und Meßgera¨te angeschlossen wird. Ein Ankontaktieren des Elek-
tronensystems entlang der Spaltfla¨che ist nur mittelbar u¨ber die beiden n+-Schichten des
(001)-Wachstums mo¨glich. Trotzdem werden vier Indiumkontakte verwendet, um die Metall-
Halbleiter-U¨bergangswidersta¨nde in einer Vierpunktmessung auszuschließen. Potentialabgrif-
fe erfolgen generell an den Indiumlo¨tpunkten, die der Spaltfla¨che am na¨chsten sind. Der
Meßstrom wird dahingegen u¨ber die a¨ußeren Kontakte eingepra¨gt, um die Quantenregion
mit einer in [11¯0]-Richtung mo¨glichst homogenen Stromdichte zu versorgen. Der Ru¨ckkon-
takt (R) stellt den gemeinsamen Massepunkt sowohl fu¨r die Steuerspannung Ug als auch fu¨r
die Sinusspannung U∼ dar. Mit U∼ wird u¨ber einen vorgeschalteten, hochohmigen Wider-
stand Rs ein konstanter Tunnelstrom I in den Frontkontakt (F) eingespeist. Eine positive
Steuerspannung Ug induziert das Elektronensystem an der Spaltfla¨che.
Meßstrom
Das zweidimensionale Elektronensystem wird durch die im ersten Wachstumsschritt herge-
stellte, 268 meV hohe (Gl. 1.14) und 52 A˚ breite Potentialbarriere in zwei schwach gekop-
pelte Teilsysteme aufgeteilt (Abb. 4.3a). Die Kontaktierung der Quantenregion erfolgt u¨ber
Front- bzw. Ru¨ckkontakt, welche beide die gesamte Breite der Elektronensysteme einnehmen
(Abb. 4.3b). In Gegenwart eines zur Spaltfla¨che senkrechten Magnetfelds bilden sich Rand-
kana¨le aus [Hal82]. Da die Kana¨le beider Elektronensysteme jeweils nur u¨ber einen Kontakt
erschlossen sind, ist eine separate Charakterisierung der Teilsysteme nicht mo¨glich. Trotz-
dem kann die Landau-Bandstruktur im Bereich der Tunnelbarriere spektroskopiert werden
(Abschnitt 3.1.1), wenn der Leitwert G = I/V der gekoppelten Systeme in Abha¨ngigkeit des
Magnetfelds bzw. des Fermi-Niveaus gemessen wird.
Um Quanteneffekte nicht zu zersto¨ren, darf die frei werdende Joulesche Wa¨rme nicht zu
groß sein. In dieser Hinsicht hat sich ein Meßstrom von I = 10 nA bewa¨hrt: Fu¨r alle eingestell-
1Dual in-line (DIL): Norm fu¨r die Geha¨useform von elektronischen Bauelementen. Die Anschlußstifte sind
in zwei gegenu¨berliegenden Reihen im Rastermaß 1/10 Zoll angeordnet.
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ten Werte von B und Ug befindet sich das System im Regime der linearen Antwort, wa¨hrend
die abfallende Spannung V noch groß genug ist, um sie in Lock-In-Methode rauscharm messen
zu ko¨nnen. Wenn fu¨r die Sinusspannung eine niedrige Frequenz wie etwa f = 17 Hz gewa¨hlt
wird, hat die Messung quasistatischen Charakter2 und die Phasenverschiebung zwischen I
und V ist nahezu Null. Bei Verwendung des Vorwiderstands Rs ist der Tunnelstrom durch
I = (U∼ − V )/Rs (4.1)
gegeben. Wenn Rs ≫ R = V/I bzw. U∼ ≫ V gilt, ist die Stromsta¨rke na¨herungsweise
konstant. Die Voraussetzung ist fu¨r einen Effektivwert von U∼ = 1 V und Rs = 100 MΩ
erfu¨llt, wobei sich I ≃ U∼/Rs = 10 nA ergibt.
Volumenleckstrom
Die Qualita¨t der Indiumkontakte kann anhand von paarweise aufgenommenen Gleichstrom-
kennlinien beurteilt werden. Im Beispiel von Abb. 4.4 weisen sowohl das Lo¨tpunktdoppel auf
dem Front- als auch das auf dem Ru¨ckkontakt ein perfektes ohmsches Verhalten auf. Das
Verha¨ltnis der reziproken Widersta¨nde entspricht erwartungsgema¨ß in etwa dem Verha¨ltnis
der Schichtdicken beider n+-Lagen.
Wenn bei CEO-Proben die aktive Region entlang der Spaltfla¨che u¨ber n+-Schichten des
(001)-Wachstums kontaktiert wird, tritt ha¨ufig ein sog. Volumenleckstrom auf. Im Fall der
Struktur aus Abb. 4.2 ist das der Strom, der abseits der Spaltfla¨che durch den 4µm starken
intrinsischen Bereich samt Tunnelbarriere fließt. Da im (001)-Querschnitt durch die Hete-
rostruktur das induzierte 2DES an der Gesamtfla¨che nur einen Anteil von etwa 1/100 000
einnimmt, muß die Tunnelbarriere einen genu¨gend großen elektrischen Widerstand aufbie-
ten, damit der Volumenleckstrom im Vergleich zum Transport entlang der Spaltfla¨che, dem
das eigentliche Interesse gilt, nicht zu groß wird. Aus diesem meßtechnischen Grund ko¨nnen
mit dem Probendesign aus Abb. 4.2 nur schwach gekoppelte Elektronensysteme realisiert
werden, also solche Strukturen, die eine Barriere mit hohem Aluminiumanteil besitzen.
Die Kennlinie fu¨r den Volumenleckstrom aus Abb. 4.4 zeigt, daß die Probe ein ausrei-
chend gutes Sperrverhalten besitzt. So ist der Volumenwiderstand fu¨r Spannungen ≤ 10 mV
2Dieser Punkt wird in Abschnitt 4.6.1 im Hinblick auf die Besonderheit einer du¨nnen Tunnelbarriere na¨her
betrachtet.
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Abb. 4.4. Zweipunkt-Kennlinien
fu¨r verschiedene Kombinationen der
Indiumlo¨tpunkte auf dem Front-
(F) und Ru¨ckkontakt (R). Der Volu-
menleckstrom (F→ R) u¨ber die bei-
den 2µm dicken intrinsischen GaAs-
Schichten und die Tunnelbarriere ist
sowohl in linearer als auch halbloga-
rithmischer Auftragung dargestellt.
gro¨ßer als 21 kΩ und fa¨llt bis auf 2,7 kΩ bei 1 V ab. Wa¨hrend einer Magnetotransport-Messung
(Ug > 0) herrschen zwischen Front- und Ru¨ckkontakt nur so kleine Wechselspannungen vor,
daß der Sperrwiderstand im Volumen der Probe immer deutlich gro¨ßer ist als der Wider-
stand der gekoppelten Elektronensysteme an der Spaltfla¨che.3 Solange keine Vorspannung
angelegt wird, ist der parallel zum 2D-Transport auftretende Volumenleckstrom deshalb eine
vernachla¨ssigbare Gro¨ße.
Meßapparatur
Im Rahmen dieser Arbeit wurde ein Tieftemperatur-Meßplatz zur elektrischen Charakteri-
sierung der Proben aufgebaut. Der Aufbau basiert auf einem 7/9 T-Magnetkryostaten von
CryoVac, fu¨r den ein 3He-Einsatz mit eigener Ku¨hlstufe zur Verflu¨ssigung von 3Helium kon-
struiert wurde. In Anhang C findet sich eine maßstabsgerechte Projektion des 3D-Modells mit
Erla¨uterungen zu den einzelnen Komponenten. Die beschra¨nkten Platzverha¨ltnisse machten
die unkonventionelle Konstruktion einer ringfo¨rmigen 1 K-Stufe erforderlich, deren 4He-Zufluß
nicht durch ein Nadelventil geregelt wird, sondern mit einer eingelo¨teten Stro¨mungsimpedanz4
fest eingestellt ist. Das Ansaugen von flu¨ssigem 4Helium erfolgt u¨ber eine O¨ffnung im Bo-
den des 3He-Einsatzes, wobei die Zuleitung mit einer tieftemperaturfesten Indiumdichtung
angeflanscht ist, die die Zerlegbarkeit des Systems fu¨r Arbeiten an der Stro¨mungsimpedanz
(Justierung, Reinigung) gewa¨hrleistet.
Obwohl der Wa¨rmeeintrag bis zur 1 K-Stufe nur etwa 5 mW betra¨gt, weist die 1 K-
Stufe hinsichtlich der latenten Wa¨rme von 4He eine Ku¨hlleistung von 230 mW auf. Der
Leistungsu¨berschuß wird beim Einkondensieren des 3He-Gases beno¨tigt, wozu allerdings, da
dieses anfa¨nglich Raumtemperatur hat, zusa¨tzlich die Hilfe eines Austauschgases (4He) im
Isolationsvakuum notwendig ist. Der 3He-Kryostat wird mit einer externen Gasversorgung5
betrieben, die im wesentlichen aus einem Tank mit 15 Litern 3He (unter Normalbedingun-
gen), zwei Drehschieberpumpen, einer Turbomolekularpumpe, zwei Manometern (Pirani und
Kapselfeder) sowie diversen Vakuumkomponenten besteht. Anstatt einer speziellen Drehschie-
3In Abb. 4.6 ist der Tunnelwiderstand im Bereich der Landau-Oszillationen durchgehend kleiner als 10 kΩ.
4Die Impedanz [Pob96] betra¨gt Z = 1,5 · 1010 cm−3 und ist als Kapillare mit eingefu¨hrtem Draht realisiert.
5Details zum 3He-Pumpstand und dem u¨brigen Meßaufbau finden sich in [Bau06].
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berpumpe mit heliumdichter Wellendurchfu¨hrung wurde eine kostengu¨nstige, magnetgekup-
pelte Drehschieberpumpe (10 m3/h) von Pfeiffer Vacuum mit ausgebautem Hochvakuum-
Sicherheitsventil und blindgeflanschtem Gasballast eingebaut. Das 3He-System erreicht in
Gegenwart des konstruktionsbedingten Wa¨rmeeintrags von 63µW eine Endtemperatur von
350 mK.
Die aus dem 3He-Kryostaten gefu¨hrten Meßleitungen werden innerhalb eines Schaltka-
stens an BNC-Buchsen verteilt, wobei konsequent das Konzept einer doppelten Schirmung
verfolgt wird. Die a¨ußere Schirmung, die mit dem Schutzleiter des Stromnetzes verbunden ist,
bildet eine geschlossene Fla¨che, die aus dem Geha¨use, der a¨ußeren Schirmung eines Bu¨ndels
von Koaxialkabeln und der Außenhaut des Kryostaten besteht. Im Inneren des Aufbaus ist
jede Signalleitung koaxial bzw. durch Verdrillung mit einem zweiten Draht geschirmt. Diese
Schirmung ist in Richtung Probe einseitig offen und wird sternfo¨rmig auf den gemeinsa-
men Bezugspunkt der sog. Betriebsmasse zusammengefu¨hrt. In Ermangelung eines besseren
Massepotentials ist auch die Betriebsmasse mit dem Schutzleiter verbunden. Die erzielte
elektromagnetische Abschirmung genu¨gt sowohl zur Messung kleiner Gleichstro¨me (. 1 pA)
als auch zur Detektion kleiner Spannungsschwankungen aufgrund von Quanteninterferenzen
(Abschnitt 4.6).
4.3 Vergleich mit der Struktur von Kang et al.
Ein zweidimensionales Elektronensystem, das durch eine scharf definierte Barriere mit einer
Breite in der Gro¨ßenordnung der magnetischen La¨nge lateral unterbrochen ist, wurde erstmals
von Kang et al. mit Hilfe der CEO-Technik realisiert [Kan00a]. Die in Abb. 4.5 dargestellte
Heterostruktur unterscheidet sich vom Probendesign dieser Arbeit hauptsa¨chlich durch das
Fehlen der drei n+-Schichten fu¨r Steuerelektrode, Front- und Ru¨ckkontakt. Von vergleichba-
ren Ausmaßen ist die Tunnelbarriere: Die 88 A˚ dicke Schicht besteht in abwechselnder Folge
aus Al0,1Ga0,9As und AlAs (engl. digital alloy) und hat eine effektive Ho¨he
6 von 232 meV.
Die Ladungstra¨ger des zweidimensionalen Elektronensystems an der Spaltfla¨che stammen aus
einer Modulationsdotierung, die sich in 500 A˚ Entfernung in der 350 nm dicken, im zweiten
Wachstumsschritt hergestellten AlGaAs-Schicht befindet. In [Kan00a] werden Meßdaten fu¨r
Proben mit einer Elektronendichte von 1,1 und 2,0 · 1011 cm2 pra¨sentiert.7 Den Abschluß der
Schichtfolge in [110]-Richtung bildet eine du¨nne GaAs-Schicht [Kan00b].
Bei Verwendung einer Modulationsdotierung anstelle eines Steuerelements ist es mo¨glich,
das Elektronensystem direkt u¨ber die Spaltfla¨che zu kontaktieren (Abb. 4.5). Zu diesem
Zweck definierten Kang et al. auf der Spaltfla¨che einen Mesa, der ein 100µm langes Stu¨ck
der Tunnelbarriere entha¨lt [Yan04]. Die obligate Photolithographie ist auf der Stirnfla¨che
einer CEO-Probe mit erheblichem Aufwand verbunden, vgl. [Ler06]. Damit die Kontakte im
Bereich der schmalen aktiven Region u¨berhaupt unterzubringen sind, wurden beide (001)-
GaAs-Schichten auf 13 bzw. 14µm dimensioniert.
6Bei der Angabe von 370meV in [Kan00a] handelt es sich laut Ref. 9 in [Mit01] um einen typographischen
Fehler. Der mittlere Aluminiumanteil der Barriere betra¨gt 30% [Yan05].
7Es ist wahrscheinlich, daß es sich um eine einzige Probe handelt, die vor und nach Beleuchtung (Persistenter
Photoeffekt) vermessen wurde.
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Die Herstellungstechnik und Anordnung der Kontakte kann aus [Kan00b] erschlossen
werden: Zur Vermeidung eines Wulstes u¨berschu¨ssigen Photolacks an der oberen [1¯10]-Kante
wurde ein planer Verbund mit einem weiteren GaAs-Kristall hergestellt. Pro Mesa sind zehn
Kontakte vorgesehen: je vier pro Elektronensystem und zwei fu¨r Steuerelektroden. Letz-
tere ermo¨glichen durch lokale Verarmung des darunterliegenden Elektronenfilms eine sepa-
rate Charakterisierung der gekoppelten Systeme. Es bereitet massive Schwierigkeiten, auf
der Spaltfla¨che ohmsche Kontakte zum 350 nm entfernten Elektronenfilm herzustellen.8 In
[Yan04] wird zwar eine Messung des longitudinalen Widerstands eines einzelnen Elektronen-
systems pra¨sentiert, die augenscheinlich in Vierpunktmethode erfolgte, jedoch findet sich in
keiner der Vero¨ffentlichungen von Kang, Yang et al. eine Messung des Tunnelstroms, die
ausdru¨cklich mit mehr als zwei Kontakten durchgefu¨hrt wurde.
Durch den Verzicht auf n+-Schichten als Front- und Ru¨ckkontakte werden Volumen-
leckstro¨me weitgehend verhindert. Entsprechend konnten in [Kan00a, Fig. 2] verha¨ltnisma¨ßig
hohe Vorspannungen zwischen 10 und 50 mV verwendet werden. Bei solchen Spannungswer-
ten wu¨rde sich der Sperrwiderstand in den Proben dieser Arbeit auf bis zu 10 kΩ verringern
(Abb. 4.4), was zumindest ein Herausrechnen des Volumenleckstroms erforderlich machen
wu¨rde. Der wesentliche Vorteil einer direkten Kontaktierung u¨ber die Spaltfla¨che liegt darin,
daß die Elektronendichte beider Systeme z.B. mittels einer Shubnikov-de Haas-Messung ohne
Einfluß der Tunnelbarriere bestimmt werden kann.
Im Gegensatz zu modulationsdotierten Proben ermo¨glicht die in Abb. 4.2 eingefu¨hrte
Steuerelektrode eine Vera¨nderung des Fu¨llfaktors unabha¨ngig von der Amplitude des Ma-
gnetfelds. Wa¨hrend bei fest eingestellter Elektronendichte eine bestimmte Bandlu¨cke nur bei
genau einem Wert der magnetischen Flußdichte spektroskopiert werden kann, erlaubt die Kon-
trolle u¨ber das Fermi-Niveau die Verfolgung einer Bandlu¨cke u¨ber einen großen Bereich des
Magnetfelds. Anstatt Proben mit unterschiedlich dicken Tunnelbarrieren herzustellen, kann
also mit dem Magnetfeld die effektive Ho¨he und Breite der Barriere durchgestimmt werden,
wa¨hrend der Fu¨llfaktor mit Hilfe der Steuerelektrode konstant gehalten wird. Verschiedene
Elektronendichten mit einer Probe zu realisieren hat zudem den Vorteil, daß Auswirkungen
von unvermeidbaren Fluktuationen zwischen aufeinanderfolgenden Wachstumsprozessen kei-
ne Rolle spielen. Dies gilt sowohl fu¨r den schwachen Effekt der magnetfeldabha¨ngigen Position
8[Kan00b]:
”
Ohmic contacts: never ending battle.“
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der Energielu¨cken auf der Skala der Zyklotron-Energie als auch fu¨r Quanteninterferenzen, die
auf Unvollkommenheiten der Kristallstruktur in der Barriere beruhen.
4.4 Elektronendichte und interne Vorspannung
Um die Position der Leitwertspitzen mit der Lage der theoretisch berechneten Energielu¨cken
vergleichen zu ko¨nnen (Abschnitt 4.7), ist die Kenntnis des Fu¨llfaktors ν = n¤h/eB bzw.
der Elektronendichte n¤ erforderlich. Da eine direkte Messung der Elektronendichte a` la
Shubnikov-de Haas nicht mo¨glich ist, muß der Zusammenhang mit der Steuerspannung Ug
auf andere Weise bestimmt werden.
Man kann das Steuerelement in der Heterostruktur aus Abb. 4.2 na¨herungsweise als Plat-
tenkondensator auffassen. Das zweidimensionale Elektronensystem und die n+-Schicht der
Steuerelektrode bilden die Leiterplatten und die d = 100 nm dicke Al0,31Ga0,69As-Schicht hat
die Funktion des Dielektrikums. Die Kapazita¨t dieses Kondensators betra¨gt
C =
Q
Ug
= ǫrǫ0
A
d
, (4.2)
wobei ǫr = 11,6 die relative Dielektrizita¨tskonstante von Al0,31Ga0,69As bei 0 K [Ada94] ist
und die Influenzkonstante ǫ0 den Wert 8,85·10−12 As/Vm hat. Die Fla¨che A des Kondensators
fa¨llt aus der Gleichung, wenn die Ladung Q durch Aen¤ ersetzt wird:
n¤(Ug) =
ǫrǫ0
de
(Ug − U0) (4.3a)
≈ 6,4 · 1011 cm−2 (Ug − U0) /1 V. (4.3b)
Bei der Gro¨ße U0 handelt es sich um einen probenspezifischen Spannungsoffset, der nur expe-
rimentell bestimmt werden kann (Abb. 4.7). In (4.3) ist folglich zwar die Steigung von n¤(Ug)
bekannt, zur Berechnung von n¤ ist jedoch zusa¨tzlich die Kenntnis von U0 erforderlich. Eine
direkte Bestimmung von U0 scheidet aus, weil sich ein leitender Kanal entlang der Spalt-
fla¨che erst fu¨r eine Steuerspannung ausbildet, die deutlich gro¨ßer als U0 ist. Letztlich sind
also Meßwerte fu¨r die Elektronendichte unverzichtbar.
Im Probendesign aus Abb. 4.2 stehen effektiv drei Kontakte zur Verfu¨gung. Die Elek-
tronendichte kann entweder durch Messung der Kapazita¨t (Ru¨ck- und Steuerkontakt) oder
aus dem magnetfeldabha¨ngigen Verhalten des Tunnelstroms (Ru¨ck- und Frontkontakt) be-
stimmt werden. Ein C-V-Meter mißt unmittelbar die Ladung Q, die beim Einschalten der
Spannung Ug auf die Steuerelektrode und mit entgegengesetztem Vorzeichen in das induzierte
Elektronensystem fließt. Hieraus la¨ßt sich direkt die Elektronendichte n¤ = Q/Ae berechnen.
Da das Elektronensystem in der CEO-Probe eine Ausdehnung von 500 × 5,7µm2 hat, kann
die Kapazita¨t nach (4.2) zu C = 2,9 pF abgescha¨tzt werden. Obwohl dieser theoretische Wert
durchaus im Meßbereich des eingesetzten C-V-Meters9 liegt, konnten keine Meßwerte mit
brauchbarer Genauigkeit gewonnen werden.
9Keithley 595 Quasistatic C-V-Meter.
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Abb. 4.6. Messung des Tunnelwiderstands
R = V/I in Abha¨ngigkeit der magneti-
schen Flußdichte B fu¨r verschiedene Steu-
erspannungen Ug bei einer Temperatur von
400 mK. Mit einer Verschaltung gema¨ß Abb.
4.2 wurde als Vorwiderstand Rs = 100 MΩ
verwendet, um fu¨r U∼ = 1 V einen konstan-
ten Wechselstrom I = 10 nA zu erzielen.
In Abschnitt 3.1.4 wurde eine Methode entwickelt, nach der die Elektronendichte aus
den Landau-Oszillationen (Abb. 4.6) bestimmt werden kann. Im Vergleich zu Shubnikov-de
Haas-Messungen ist der Abstand der Widerstandsminima auf der Skala des Fu¨llfaktors nicht
exakt gleich 2 (bei Spinaufspaltung: 1). Die Abweichung ist jedoch so klein, daß sie in [Tak00]
nicht erwa¨hnt wurde und auch in [Hab06] noch unberu¨cksichtigt blieb. Wenn ein mittleres
Magnetfeld B = 3 T zugrundegelegt wird, ergibt sich nach (3.5b) fu¨r den Abstand zweier
Bandlu¨cken ein Wert von
∆ε = 1,01. (4.4)
Erst wenn die Position der Leitwertspitzen in Abschnitt 4.7.2 im Detail analysiert wird,
ist es erforderlich, die geringe Magnetfeldabha¨ngigkeit des Abstands aufeinanderfolgender
Bandlu¨cken zu beru¨cksichtigen. An selber Stelle wird auch die Fehlerspanne von ∆ε bestimmt.
Fu¨r spinentartete10 Systeme mit stark verbreiterten Landau-Ba¨ndern gilt fu¨r Fu¨llfaktor
und Fermi-Niveau in asymptotischer Na¨herung der Zusammenhang ν = 2εF + 1 (Gl. 3.1).
Die Landau-Bandlu¨cken sind auf der Energieskala a¨quidistant verteilt (Abschnitt 3.1.4). Ih-
rem Abstand ∆ε entspricht eine Periodizita¨t ∆ν = 2∆ε auf der Skala des Fu¨llfaktors. Die
Gro¨ße ∆ν kann nach der Definition des Fu¨llfaktors wiederum durch die Periodizita¨t bezu¨glich
des reziproken Magnetfelds ausgedru¨ckt werden (Gl. 1.35):
∆ν = 2∆ε =
n¤h
e
∆(1/B). (4.5)
Dabei ist ∆(1/B) der mittlere Abstand benachbarter Minima bzw. Maxima der Landau-
Oszillationen in einer Auftragung gegen 1/B. Aus (4.5) folgt schließlich ein Ausdruck fu¨r die
Elektronendichte:
n¤ =
2e∆ε
h∆(1/B)
. (4.6)
Die Leitwertoszillationen aus Abb. 4.6 sind die Grundlage fu¨r eine Bestimmung der Elek-
tronendichte nach dieser Formel. Bei der Auswertung fa¨llt ins Auge, daß die Widerstands-
minima mit dem kleinsten Fu¨llfaktor eine Anomalie aufweisen. Dieses Pha¨nomen, das fu¨r
10Daß in den Proben dieser Arbeit tatsa¨chlich Spinentartung vorliegt, wird nachtra¨glich im Laufe dieses
Kapitels nachgewiesen.
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Abb. 4.7. Elektronendichte, Leck-
strom Igate und interne Vorspan-
nung Vbias. Die n¤-Werte wurden
mit der ga¨ngigen Auswertemethode
fu¨r Shubnikov-de Haas-Messungen
unter Verwendung von (4.6) erhal-
ten. Fu¨r Gleichung (4.3a) konnte
mittels Ausgleichsrechnung im Be-
reich 0,4 V ≤ Ug ≤ 0,6 V die
Formel n¤(Ug) = 6,5 · 1011(Ug −
0,21V) cm−2/V gefunden werden.11
Ug = 0,5 V zwischen 3 und 4 T besonders stark zutage tritt, ist Gegenstand einer eingehen-
den Diskussion in Abschnitt 4.6.1.
Abbildung 4.7 gibt die Elektronendichten wieder, die sich aus den Minima und Maxima der
Widerstandskurven aus Abb. 4.6 sowie fu¨r weitere nicht gezeigte Messungen mit Zwischenwer-
ten der Steuerspannung ergeben. Die Dichte steigt linear mit Ug an, bis die Akkumulation der
Elektronen bei Ug = 0,7 V zu sa¨ttigen beginnt. Fu¨r Steuerspannungen unterhalb dieses Wer-
tes kann als Steigung der Datenpunkte mittels Ausgleichsrechnung der Wert 6,5·1011 cm−2/V
bei einer Unsicherheit von 5 % bestimmt werden. Die sehr gute U¨bereinstimmung mit dem
Wert aus (4.3) ist eine Besta¨tigung der anfa¨nglich angenommenen Spinentartung. Denn bei
spinaufgelo¨sten Landau-Zusta¨nden wu¨rde der Faktor 2 in (4.6) wegfallen, was fu¨r die Meß-
werte in Abb. 4.7 einen nur halb so steilen Anstieg zur Folge ha¨tte. Ein weiterer Hinweis auf
Spinentartung besteht darin, daß die Oszillationen des Tunnelwiderstands in Abb. 4.6 keinen
U¨bergang zwischen Bereichen mit und ohne Spinaufspaltung erkennen lassen. Die Messun-
gen von Kang et al. sind dahingegen durchgehend bezu¨glich des Elektronenspins aufgespalten,
worauf in Abschnitt 4.7.1 na¨her eingegangen wird.
Mit zunehmender Steuerspannung ist es unvermeidlich, daß im Steuerelement ein Leck-
strom Igate durch die AlGaAs-Barriere zutage tritt. Fu¨r die folgenden Experimente ist weniger
die Stromsta¨rke relevant, die in Abb. 4.7 angetragen ist, sondern vielmehr der durch den Leck-
strom bedingte Aufbau einer internen Vorspannung zwischen den lateral getrennten 2DESe.
Die entstehende Gleichspannung Vbias (Abb. 4.7) wurde mit einem Voltmeter parallel zum
Lock-In-Versta¨rker in Abb. 4.2 abgegriffen. Im Potentialgefa¨lle der Steuerspannung fließen
die Ladungstra¨ger aus dem Elektronenfilm in die Steuerelektrode ab. Wa¨hrend im unteren
2DES die Elektronen einfach aus dem Ru¨ckkontakt (Masse) nachstro¨men ko¨nnen, verarmt
das obere System, weil der Elektronennachschub durch die 52 A˚-Barriere eingeschra¨nkt wird.
Entsprechend baut sich die interne Vorspannung Vbias auf, die na¨herungsweise proportio-
nal zu Igate ist und welche die Elektronensysteme energetisch gegeneinander verschiebt. Die
Auswirkungen dieses Effekts sind sehr a¨hnlich zu denen einer externen Vorspannung, de-
ren Einfluß in [Ho94] und [Kan00a] diskutiert wird. Der Zusammenhang zwischen interner
Vorspannung und den Positionen der Leitwertspitzen wird in Abschnitt 4.7.2 behandelt.
11Der Meßpunkt fu¨r Ug = 0,3 V in Abb. 4.7 kann aufgrund eines sehr hohen Tunnelwiderstands und schwach
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4.5 Leitwertu¨berho¨hung
Erst wenn die Landau-Oszillationen wie in Abb. 4.8 gegen den Fu¨llfaktor aufgetragen wird,
ist ein aussagekra¨ftiger Vergleich der Leitwertkurven fu¨r verschiedene Steuerspannungen
mo¨glich. Da der Transport der Elektronen in gekoppelten, eindimensionalen Randkana¨len
stattfindet, ist es ferner von Vorteil, auf der Ordinatenachse anstelle des Tunnelwiderstands R
den Leitwert G = 1/R in Einheiten des Leitwertquantums G0 = e
2/h (Abschnitt 3.1.1) auf-
zutragen. Ohne auf die Einzelheiten der Kurven aus Abb. 4.8 einzugehen, behandelt dieser
Abschnitt schwerpunktma¨ßig nur die Amplitude der Leitwertoszillationen.
Die Quantenregion der Probe aus Abb. 4.2 ist nur u¨ber zwei Kontakte erschlossen,
und zwar mittels der zwei n+-Schichten des ersten Wachstums (Abb. 4.3b). Folglich ist
im Quanten-Hall-Regime bei Spinentartung zu erwarten, daß der Leitwert des Systems um
ho¨chstens zwei Leitwertquanten ansteigt, wenn das Tunneln eines Randkanals durch die Bar-
riere einsetzt (Abschnitt 3.1.1). Dieses Limit kann nur bei ho¨heren Fu¨llfaktoren, wenn mehre-
re Randkana¨le am Tunnelprozeß beteiligt sind, u¨berschritten werden (Abschnitt 3.1.1). Aus
Abb. 4.8 geht jedoch hervor, daß die Leitwertspitzen bereits fu¨r einen einzigen spinentarteten
Randkanal (ν ≈ 2) eine Amplitude von 10 e2/h erreichen.
Im Gegensatz zum experimentellen Ergebnis dieser Arbeit berichten Kang, Yang et al. von
Leitwertoszillationen in einer Gro¨ßenordnung von 0,1 e2/h [Kan00a, Yan04, Yan05]. Wenn-
gleich die Autoren keine Gru¨nde fu¨r den zu geringen Tunnelstrom angeben, ist es doch prinzi-
piell leichter, ein Unterschreiten des prognostizierten Leitwertanstiegs von 2 e2/h nachzuvoll-
ziehen, als das fu¨r ein U¨berschreiten der Fall ist. Zum Beispiel ergibt die Tight-Binding-
Methode (Abschnitt 2.6) aus [Tak00], daß das zweifache Leitwertquantum nicht erreicht
wird, wenn die relative Sprungamplitude tb/t kleiner oder ungefa¨hr gleich 0,2 ist. Das Er-
gebnis G > 2G0 widerspricht auch dem Resultat von Kim und Fradkin (Abschnitt 3.2.1),
die Gt = K e
2/h mit K < 1 als maximalen Strom durch ein oder mehr Tunnelzentren er-
halten. Generell gilt also, daß die hohen Leitwerte aus Abb. 4.8 nicht im Rahmen der bis
dato entwickelten Modelle verstanden werden ko¨nnen. Deshalb bleibt zu untersuchen, ob
ausgepra¨gter Oszillationen nur ungenau bestimmt werden. Er wird deshalb nur der Vollsta¨ndigkeit halber
aufgefu¨hrt, ohne im weiteren Verlauf beru¨cksichtigt zu werden.
4.5. LEITWERTU¨BERHO¨HUNG 97
~
U
(110)
Rs
[00
1]
[110]
[110
](a) (b)
[00
1]
B
n+ (F)
n+ (R)
Abb. 4.9. Schemazeichnung
einer Quantenregion, die durch
makroskopische Defekte in un-
abha¨ngige Sektionen unterteilt
ist. (a) Schnitt durch das
2DES. (b) CEO-Probe mit ge-
stufter Spaltfla¨che. Die Aus-
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die CEO-Probe aus Abb. 4.2 mo¨glicherweise Eigenschaften besitzen kann, die in keinem der
idealisierenden Modelle bisher beru¨cksichtigt werden.
Der Tunnelbarriere stehen zu beiden Seiten hochdotierte Kontaktschichten in einem Ab-
stand von 2µm gegenu¨ber (Abb. 4.3b). Im Magnetfeld kann das Leitwertquantum prinzipiell
nur dann u¨bertroffen werden, wenn zwischen den ausgedehnten Kontakten und den Rand-
kana¨len entlang der Barriere ein Strom fließt, der zusa¨tzlich zu demjenigen auftritt, der von
den Randkana¨len an den physischen Begrenzungen der Probe getragen wird. Die Randkana¨le
nehmen senkrecht zur Potentialstufe der Barriere einen Bereich ein, der eine Ausdehnung von
einigen magnetischen La¨ngen (Abb. 2.6a) bzw. eine Breite der Gro¨ßenordnung 0,1µm hat.
Der Abstand zwischen den Randkana¨len an der Barriere und dem Front- bzw. Ru¨ckkontakt
betra¨gt daher ca. 1,9µm und ist im Vergleich zur magnetischen La¨nge so groß, daß eine Wech-
selwirkung zwischen Randkana¨len und n+-Kontakten auszuschließen ist. Daran a¨ndern auch
mikroskopische Sto¨rpotentiale nichts, da im senkrechten Magnetfeld die mittleren Aufent-
haltsorte (Orbitzentren) der Elektronen den A¨quipotentiallinien des Unordnungspotentials
folgen [Yos02]. Zusammenfassend kann also festgestellt werden, daß eine Ru¨ckstreuung der
Elektronen in die Kontakte als Ursache fu¨r eine Leitwertu¨berho¨hung nicht in Frage kommt.
Abbildung 4.9a veranschaulicht, wie die 2 e2/h-Grenze trotzdem durch Ausbildung von
parallelgeschalteten Randkana¨len u¨berwunden werden kann. Makroskopische Defekte unter-
teilen die Quantenregion in einzelne Bereiche, die mit dem Front- und Ru¨ckkontakt gemeinsa-
me Stromanschlu¨sse besitzen. Als Ursache fu¨r Unterbrechungen der in [11¯0]-Richtung 0,5 mm
langen Quantenregion kommen verschiedene Unregelma¨ßigkeiten der Probe in Frage. Das sind
zuna¨chst kleine ovale Defekte (Abschnitt 5.1), die zwar beispielsweise den lateralen Transport
in einem (001)-2DES nur geringfu¨gig beeintra¨chtigen. Es ist aber zu erwarten, daß sie zu ei-
ner erheblichen Sto¨rung der Quantenregion einer CEO-Probe fu¨hren, wenn sie beim Spalten
angeschnitten werden. Eine andere Quelle fu¨r lokale Bescha¨digungen der oberen [11¯0]-Kante
besteht in der Manipulation der Kristallstu¨cke wa¨hrend der Probenpra¨paration. Bei der Rei-
nigung der Probenru¨ckseite von Gallium kann zum Beispiel eine La¨sion der Kante durch
Unebenheiten des verwendeten Objekttra¨gers nicht ausgeschlossen werden.
Zu den wahrscheinlichsten Ursachen fu¨r die Separierung der Elektronensysteme za¨hlen
Riefen und Stufen auf der Spaltfla¨che. Derartige Defekte entstehen bei jedem nicht perfekt
verlaufenden Spaltvorgang. Da das Elektronensystem in [110] eine Ausdehnung von ca. 15 nm
hat [Deu01], wird aus Abb. 4.9b deutlich, daß der Elektronenfilm bereits durch eine Stufe
98 KAPITEL 4. EXPERIMENT UND AUSWERTUNG
der Ho¨he 15 nm durchtrennt werden kann. Prinzipiell liegen Erhebungen diesen Ausmaßes
noch im vertikalen Auflo¨sungsvermo¨gen der Nomarski-Mikroskopie [Abl04]. Es wurden auch
keine Proben pra¨pariert, die bei der optischen Kontrolle nach dem zweiten Wachstumsschritt
im Bereich der Quantenregion Stufen aufwiesen. Allerdings ist das tatsa¨chliche Auflo¨sungs-
vermo¨gen des verwendeten Auflichtmikroskops im Nomarski-Modus unbekannt. Es ko¨nnte
zum Beispiel durch den Vergleich mit AFM-Aufnahmen12 abgescha¨tzt werden, indem etwa
der U¨bergang zwischen sichtbaren Riefen und offenbar atomar glatten Bereichen der Spalt-
fla¨che mit beiden Methoden untersucht wird.
Als Folge der zufa¨llig verteilten makroskopischen Defekte variiert der Leitwert von Probe
zu Probe und verha¨lt sich im wesentlichen indirekt proportional zur La¨nge Ly der Barriere.
Ein quantitativer Vergleich der Leitwertamplitude mit den Werten von Kang et al. ist nicht
zweckdienlich. Es mu¨ßten hierfu¨r nicht nur die Anzahl der Sektionen, in die die Quanten-
region unterteilt ist, sondern auch die Kontaktwidersta¨nde und die Tunneleigenschaften der
Barriere bekannt sein. Die in [Kan00a] beschriebene Barriere ist mit a = 88 A˚ nicht nur 69 %
dicker, sondern unterscheidet sich als digital alloy (Abschnitt 4.3) auch in ihren strukturellen
Eigenschaften von den Proben dieser Arbeit. Bei der in Abb. 4.5 skizzierten Kontaktgeo-
metrie ist zudem eine Leitwertu¨berho¨hung a` la Abb. 4.9a prinzipiell ausgeschlossen. Die im
photolithographisch definierten Mesa enthaltene Quantenregion hat anstatt 500µm nur eine
La¨nge von 100µm. Vor allem erstreckt sich jedoch die Stromzufu¨hrung nicht u¨ber die ge-
samte Quantenregion, sondern die Ausdehnung der Kontakte beschra¨nkt sich auf eine La¨nge
von ca. 15µm [Kan00b]. Selbst wenn die Quantenregion aufgrund makroskopischer Defekte
in mehrere Sektionen unterteilt ist, werden mit dieser kleinen Kontaktfla¨che ho¨chstens zwei
davon getroffen.13
4.6 Interferenzeffekte
Trotz der strukturellen und experimentellen Unterschiede zu den Ergebnissen von Kang et
al. zeigen die Proben dieser Arbeit in bezug auf den Aharonov-Bohm-Effekt an Tunnel-
zentren ein sehr a¨hnliches Verhalten, was eine Konsequenz des identischen Grundprinzips
beider Experimente ist: Entgegengesetzt propagierende Randkana¨le, die durch eine du¨nne
Barriere getrennt sind, koppeln aneinander, und zwar einerseits aufgrund der endlichen Ho¨he
und Breite der Potentialerhebung (Mischung von Landau-Zusta¨nden, Abschnitt 3.1) sowie
andererseits aufgrund der erho¨hten Tunnelwahrscheinlichkeit an lokalen Deformationen der
Barriere (Tunnelzentren, Abschnitt 3.2).
Abschnitt 4.6.1 bescha¨ftigt sich im Detail mit dem AB-Effekt, dessen Signaturen an der
Leitwertspitze mit dem kleinsten Fu¨llfaktor auftreten. Wa¨hrend von entsprechenden quasi-
periodischen Oszillationen schon in [Yan05] berichtet wurde, liegt hier das Hauptgewicht auf
Betrachtungen zur Phasenkoha¨renz, der Erkla¨rung von langperiodischen, irregula¨ren Antei-
len in den AB-Oszillationen sowie auf der Beru¨cksichtigung der Landau-Bandstruktur bei
12Rasterkraftmikroskop, engl. atomic force microscope.
13Fu¨r die Proben dieser Arbeit wird die Mindestla¨nge der Sektionen in Abschnitt 4.6.1 bei der Betrachtung
von kurzperiodischen Oszillationen des Tunnelstroms bei ν ≈ 2 grob abgescha¨tzt.
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der Bestimmung des Abstands von Tunnelzentren. In Abschnitt 4.6.2 werden quasiperiodi-
sche Leitwertfluktuationen eingehend diskutiert, die bei den Proben dieser Arbeit im Bereich
kleiner Magnetfelder, noch vor dem Einsatz der regula¨ren Landau-Oszillationen, zutage tre-
ten.
4.6.1 AB-Effekt am Leitwertmaximum
In Abb. 4.6 weist das rechte Widerstandsminimum der Kurve fu¨r Ug = 0,5 V starke Unre-
gelma¨ßigkeiten auf, die mit steigender Steuerspannung verschwinden. Der Effekt ist in ver-
gro¨ßerter Darstellung auch in Abb. 4.10a fu¨r einen kleineren Bereich der Steuerspannung zu
sehen. Die linke Leitwertspitze ist erheblich gestaucht und das Maximum bei ν = 4,5 weist
ebenfalls leichte Unregelma¨ßigkeiten auf. Mit steigender Steuerspannung tritt aus dem ersten
Maximum eine glatte Spitze hervor und die oszillatorische Struktur des rechten Maximums
wird ebenfalls etwas schwa¨cher.
4.6.1(a) Kurz- und langperiodische Strukturen
Die Autoren von [Yan05] unterscheiden zwischen zwei Arten von Oszillationen, die gleichzei-
tig und ausschließlich an dem Leitwertmaximum auftreten, das den kleinsten Fu¨llfaktor hat.
Es handelt sich dabei um die in Abschnitt 3.2.2 besprochenen, kurz- und quasiperiodischen
AB-Oszillationen sowie um langperiodische, irregula¨re Leitwertfluktuationen. Die Signaturen
beider Oszillationsarten u¨berlagern sich gegenseitig, ko¨nnen aber im Frequenzspektrum ein-
deutig auseinandergehalten werden. Ein weiteres Unterscheidungskriterium besteht im Tem-
peraturverhalten. Wa¨hrend die kurzperiodischen AB-Oszillationen in U¨bereinstimmung zur
Koha¨renzbedingung (3.10) mit steigender Temperatur verschwinden [Yan05, Fig. 2], werden
die langperiodischen Fluktuationen weit weniger stark geda¨mpft.
Das Vorhandensein zweier unterschiedlicher Arten von Leitwertoszillationen besta¨tigt sich
mit den Proben dieser Arbeit. Eine Unterscheidung ist durch den Vergleich der jeweils in
schwarzer Farbe gezeichneten Kurven aus Abb. 4.10a und b mo¨glich. Diese beiden Mes-
sungen differieren nur in der Geschwindigkeit, mit der das Magnetfeld bei gleichbleibender
Integrationszeit des Lock-In-Versta¨rkers durchgefahren wurde. Bei Abb. 4.10b war dB/dt so
groß, daß die AB-Oszillationen durch Mittelung gegla¨ttet sind und nur die langperiodischen
Leitwertfluktuationen zutage treten. Dahingegen erscheinen in Abb. 4.10a beide Oszillati-
onstypen zugleich, wobei die kurzperiodischen AB-Oszillationen eine so niedrige Amplitude
aufweisen, daß sie detailliert erst in einer Auftragung wie in Abb. 4.11 zu erkennen sind.
Die kurz- und langperiodischen Leitwertoszillationen sind nicht einfach den Landau-
Oszillationen in einem bestimmten Magnetfeldbereich u¨berlagert, sondern sie gehen mit ei-
ner Stauchung und Abflachung des Leitwertmaximums einher. Wa¨hrend diese Stauchung
in Abb. 4.10 schon bei 400 mK sehr deutlich zutage tritt, ist dasselbe Maximum in [Yan04,
Fig. 1(a)] selbst fu¨r 300 mK vollkommen glatt. Erst in [Yan05] zeigt – bei einer leicht niedri-
geren Temperatur von 220 mK – auch eine Probe von Kang et al. das Pha¨nomen einer starken
Stauchung der zur untersten Landau-Bandlu¨cke korrespondierenden Leitwertspitze.
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Abb. 4.10. Die ersten beiden Leitwertspitzen auf der Skala des Fu¨llfaktors. (a) Landau-
Oszillationen fu¨r verschiedene Steuerspannungen. Es handelt sich um eine Wiederholung der
Messungen aus Abb. 4.8. (b) Leitwertkurven fu¨r verschiedene Tunnelstro¨me I (Gl. 4.1) bei
konstantem Ug = 0,5 V und U∼ = 1 V. Im Vergleich zu (a) war bei der Messung die Magnet-
feldgeschwindigkeit ho¨her (sta¨rkere Gla¨ttung). Die Leitwertkurve fu¨r I = 100 nA wurde mit
abwa¨rts laufendem Magnetfeld aufgenommen, weshalb sie gegenu¨ber den anderen horizontal
leicht verschoben ist.
4.6.1(b) Phasen(in)koha¨renz
Kang et al. stellen in [Yan05] fest, daß die Stauchung des Leitwertmaximums beim Anlegen
einer Vorspannung verschwindet. Dieses Pha¨nomen wird mit dem Aufheizen der Elektronen
in Gegenwart der endlichen Potentialdifferenz begru¨ndet. Eine analoge Situation liegt in den
Proben dieser Arbeit vor, da sich mit zunehmender Steuerspannung die interne Vorspan-
nung Vbias aufbaut (Abschnitt 4.4). Fu¨r die Graphen in Abb. 4.10a steigt die Vorspannung
von Vbias ≪ 1µV bis auf 0,1 mV (Ug = 0,55 V) an. Wenn die Auswirkung einer Vorspannung
auf das Bestehen von Phasenkoha¨renz untersucht wird, ist es erforderlich, auch den Einfluß
der thermischen Unordnung in die Betrachtungen miteinzubeziehen.
Die kurz- und quasiperiodischen Oszillationen am Leitwertmaximum bei ν = 2,5 sind,
wie weiter unten na¨her erla¨utert wird, eine Folge des AB-Effekts an benachbarten Tun-
nelzentren (Abschnitt 3.2.2). In Gegenwart mehrerer Tunnelzentren existiert eine Vielzahl
mo¨glicher Tunnelpfade. Fu¨r meßbare AB-Signaturen sind all jene Pfade verantwortlich, die
dem koha¨renten Regime angeho¨ren, also die Bedingung ℏv/4b ≫ kBT (Gl. 3.10) fu¨r den
Abstand b der beteiligten Tunnelzentren erfu¨llen. Die Bedingung fu¨r Inkoha¨renz lautet um-
gekehrt ℏv/4b≪ kBT . Der U¨bergangsbereich zwischen beiden Regimen kann demnach durch
die Temperatur TAB = ℏv/4bkB charakterisiert werden. Mit dieser Definition wird (3.10) zu
T ≪ TAB. (4.7)
Die Gruppengeschwindigkeit senkrecht zum Gradienten des unidirektionalen Potentials lautet
v = 1m∗
ℏ
ℓ
(〈x〉−X)/ℓ (Gln. 1.28 und B.8b). Der Aufenthaltsschwerpunkt eines Randzustands
im Bereich der ersten Bandlu¨cke liegt fu¨r X = 0,1 ℓ bei 〈x〉 = 1,2 ℓ, wie weiter unten aus Abb.
4.12b abgelesen werden kann. Zusammen mit den Vorgriff auf den mittleren Abstand b = 2µm
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(Gl. 4.12) der Tunnelzentren ergibt sich fu¨r die AB-Oszillationen am ersten Leitwertmaximum
(B = 3,5 T) aus Abb. 4.10a eine kritische Temperatur von
TAB =
ℏv
4bkB
=
ℏ
2
(〈x〉 −X)
4bkBm∗ℓ2
≈ 130 mK. (4.8)
Dieser Wert ist insofern plausibel, als die AB-Oszillationen bei 400 mK in Abb. 4.11 schon
stark geda¨mpft sind (∆G/G ≈ 0,2 %), wa¨hrend sie in [Yan05, Fig. 1] bei 25 mK eine im
Verha¨ltnis deutlich gro¨ßere Amplitude aufweisen (∆G/G = 2 %). Die aus der Energie-Zeit-
Unscha¨rferelation abgeleitete14 Temperatur TAB kennzeichnet also wie erwartet den U¨ber-
gangsbereich zwischen Koha¨renz (T ≪ TAB) und Inkoha¨renz (T ≫ TAB). Der Herleitung von
(4.7) liegt prinzipiell die Temperatur T der Elektronen und nicht die Gittertemperatur zu-
grunde. Wa¨hrend letztere mit der Temperatur des 3Helium-Bads u¨bereinstimmt und damit
meßtechnisch unmittelbar zuga¨nglich ist, kann die Elektronentemperatur aufgrund extern
angelegter Spannungen und einer nicht erfolgten Equilibrierung von diesem Meßwert abwei-
chen. Da der Wert fu¨r TAB jedoch gut mit der experimentellen Realita¨t u¨bereinstimmt, ist
davon auszugehen, daß beide Temperaturen fu¨r kleine interne Vorspannungen (Ug ≤ 0,5 V)
von derselben Gro¨ßenordnung sind.
Nicht nur die geringe Amplitude der AB-Oszillationen, sondern auch der Wert TAB =
130 mk zeigt, daß die im Experiment eingesetzten 3Helium-Temperaturen das System be-
reits in den Anfangsbereich des inkoha¨renten Regimes versetzen. Ein jeder weiterer phasen-
zersto¨render Einfluß auf die Elektronen der Randkana¨le hat zur Folge, daß bei einem Teil
der Tunnelpfade, und zwar zuerst bei solchen mit großen Werten fu¨r b, die Koha¨renz ver-
loren geht. Dadurch a¨ndert sich die Form der quasiperioden Leitwertoszillationen, die sich
aus allen koha¨renten AB-Interferenzen zusammensetzen. Wenn die Elektronentemperatur um
einen Betrag erho¨ht wird, der TAB deutlich u¨bersteigt, ist deshalb zu erwarten, daß der AB-
Effekt am Leitwertmaximum ga¨nzlich zum Erliegen kommt und zugleich die Stauchung der
Leitwertspitze verschwindet.
Das erste Leitwertmaximum aus Abb. 4.10a zeigt das eben beschriebene Verhalten, wenn
die Steuerspannung bzw. die interne Vorspannung (Abschnitt 4.4) erho¨ht wird. Ein tunnelndes
Elektron besitzt aufgrund der internen Vorspannung, die an der Barriere abfa¨llt, gegenu¨ber
dem Fermi-Niveau des Zielsystems einen Energieu¨berschuß. Je gro¨ßer diese Differenz ist,
desto mehr freie Zusta¨nde stehen in der Umgebung der Kreiswellenzahl k des Elektrons zur
Verfu¨gung und desto ha¨ufiger ko¨nnen phasenrelaxierende Elektron-Elektron-Streuprozesse
auftreten [Dat97]. Dieser Effekt ist in Entsprechung zur thermischen Unordnung (Gl. 4.7)
solange nicht koha¨renzgefa¨hrdend wie
eVbias ≪ kBTAB (4.9)
gilt. Das Energiea¨quivalent zur kritischen Temperatur (4.8) lautet kBTAB = 11µeV. Nach
obiger Ungleichung ist zu erwarten, daß der AB-Effekt fu¨r Vorspannungen bis etwa Vbias =
11µV zu beobachten ist. Dieser Spannungswert liegt nach Abb. 4.7 bei einer Steuerspannung
14Siehe Fußnote 8 auf Seite 82.
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der Ho¨he Ug = 0,498 V an. Tatsa¨chlich zeigt in Abb. 4.10a die Leitwertkurve fu¨r Ug = 0,50 V
bereits ein deutliches Merkmal erho¨hter Inkoha¨renz: Im Vergleich zur Kurve mit Ug = 0,45 V
ist der rechte Teil der Leitwertspitze fu¨r ν ≥ 2,6 teilweise gegla¨ttet. Bei Ug = 0,55 V versta¨rkt
sich dieser Effekt soweit, daß die Stauchung der Leitwertspitze fast ganz verschwindet und
AB-Signaturen nur noch an der Kurvenschulter in der Umgebung von ν = 2,25 auftreten.
Zusammenfassend gilt also, daß die Koha¨renzbedingungen bezu¨glich der Temperatur (Gl. 4.7)
und der internen Vorspannung (Gl. 4.9) in gleicher Weise mit den experimentellen Ergebnissen
konsistent sind.
4.6.1(c) Vorspannung vs. Wechselspannung
Da die Wirkung einer Vorspannung auf die Leitwertoszillationen des AB-Effekts semiquan-
titativ nachvollzogen werden kann, stellt sich die Frage, inwieweit auch eine niederfrequente
Wechselspannung, wie sie bei der Lock-In-Technik zum Einsatz kommt, die Koha¨renzbedin-
gung (4.9) erfu¨llt. Grundsa¨tzlich ist zu erwarten, daß eine Sinusspannung, die an der Barriere
aufgrund des eingepra¨gten Meßstroms abfa¨llt, in gleicher Weise die Phasenkoha¨renz der inter-
ferierenden Randkana¨le beeinflußt wie das fu¨r die Gleichspannung Vbias in Abb. 4.10a der Fall
ist. Zur Kla¨rung dieser Fragestellung wurde in Abb. 4.10b anstelle der Steuerspannung die
Sta¨rke des Tunnelstroms variiert. Dabei ist zu beobachten, daß die Kurvenform bis zu einer
Stromsta¨rke von 100 nA erhalten bleibt, wobei die abfallende Wechselspannung am Leitwert-
maximum Werte von bis zu V = 330µV annimmt. Im Vergleich zur Wirkung der internen
Vorspannung kann also mindestens eine um den Faktor 30 ho¨here Effektivspannung angelegt
werden, ohne daß der AB-Effekt eine wesentliche Sto¨rung erfa¨hrt.
Erst wenn der Meßstrom den Wert I = 1µA bei einer Spannung von V = 3,7 mV er-
reicht,15 verschwinden am linken Leitwertmaximum in Abb. 4.10b alle Oszillationen. Die
Kurvenform gleicht dabei sehr stark derjenigen fu¨r Ug = 0,55 V bzw. Vbias = 104µV in
Abb. 4.10a. Auch bei hohen Meßstro¨men wird also ein a¨hnlicher Effekt wie aufgrund der
internen Vorspannung erst dann erzielt, wenn der Effektivwert der Wechselspannung etwa
das 30-fache von Vbias betra¨gt. Zur Kla¨rung dieser Diskrepanz muß gepru¨ft werden, ob die
durchgefu¨hrte Wechselstrommessung tatsa¨chlich quasistatisch ist.
In Analogie zu dem Steuerelement, mit dem das modulierte Elektronensystem an der
Spaltfla¨che induziert wird (Abschnitt 4.4), bilden die 52 A˚-Barriere und die flankierenden
Randzusta¨nde ebenfalls eine Kondensatoranordnung. Nur wenn deren Kapazita¨t gering ge-
nug ist, kann die an der Barriere abfallende Spannung zu jedem Zeitpunkt proportional
zum oszillierenden Meßstrom sein (ohmsches Verhalten). Unter der Annahme, daß die Rand-
zusta¨nde in x- und z-Richtung in etwa dieselbe Ausdehnung besitzen, la¨ßt sich die Anordnung
ersatzweise durch zwei parallele, zylindrische Dra¨hte (Radius r, La¨nge Ly) im Abstand a
′ be-
15In Abb. 4.10b sind die Extrema der Leitwertkurve fu¨r I = 1µA fu¨r Fu¨llfaktoren mit ν & 3 stark verscho-
ben. Die Ursache dieses Effekts wurde nicht systematisch untersucht und bleibt daher ungekla¨rt. Der Zweck
der Messungen aus Abb. 4.10b bestand prima¨r in der Bestimmung des Bereichs der linearen Antwort.
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schreiben.16 Fu¨r die Kapazita¨t17 der entgegengesetzt geladenen Leiter gilt dann [Lan74b, §3,
Aufg. 7]
C =
4πǫ0ǫrLy
2 arcosh
(
a′2
2r2
− 1
) ≈ 0,17 pF. (4.10)
Dabei wurde ǫr = 11,6 (Seite 93) und Ly = 500µm (Abb. 4.3) verwendet. Fu¨r den Abstand
der gegenu¨berliegenden Randzusta¨nde kann aus Abb. 4.12b der Wert a′ = 2,4 ℓ und als
Halbwertsbreite ihres Wellenberges 2r = 1,6 ℓ abgelesen werden.
Fu¨r eine grobe Abscha¨tzung der Zeit ∆t, die zum Laden des Kondensators mittels des
Meßstroms I beno¨tigt wird, kann die Beziehung Q = C · V = I ·∆t angesetzt werden. Mit
dem Leitwert G = I/V ≈ 8 e2/h, der in Abb. 4.10 im Bereich des ersten Leitwertmaxi-
mums vorliegt, erha¨lt man ∆t = C/G ≈ 0,5 ns. Diese Zeitspanne ist bedeutend kleiner als
die Periode f−1 = 59 ms des aufgepra¨gten Meßstroms. Die Kapazita¨t ist also so klein, daß
bei niedriger Frequenz f und gleicher effektiver Stromsta¨rke im DC- und AC-Fall dieselbe
effektive Spannung ohne Phasenverschiebung an der Barriere abfa¨llt. Es kann also zumindest
festgehalten werden, daß eine nicht-quasistatische Messung als mo¨gliche Ursache fu¨r die un-
terschiedliche Auswirkung von Gleich- und Wechselspannung bezu¨glich der AB-Oszillationen
sicher ausscheidet.
4.6.1(d) Langperiodische Leitwertfluktuationen
Die Schwingungsla¨nge der langsam variierenden Oszillationen am linken Leitwertmaximum
in Abb. 4.10b betra¨gt etwa 0,23 T. In [Yan05] wird hierfu¨r mit ∼0,2 T ein vergleichbarer
Wert angegeben. Die irregula¨ren Strukturen lassen sich bei 3Helium-Temperaturen leicht
beobachten und verschwinden bis etwa 1,6 K. Da sie gemeinsam mit den kurzperiodischen AB-
Oszillationen auftreten und bei steigender interner Vorspannung auch gleichzeitig mit diesen
verschwinden (Abb. 4.10a), liegt auch hier ein Zusammenhang mit den Tunnelzentren der
Barriere nahe. Allerdings findet sich in den entsprechenden theoretischen Arbeiten [Kim03a,
Kim03b] kein Hinweis auf ein mo¨gliches Entstehen dieser Oszillationen. Auch in [Yan05]
bleiben die langperiodischen und irregula¨ren Leitwertfluktuationen ohne Erkla¨rung.
Von mikrostrukturierten AB-Ringen ist bekannt [Umb84, Web85], daß die Leitwertos-
zillationen, die bezu¨glich Φ0 periodisch sind, von aperiodischen Fluktuationen u¨berlagert
sein ko¨nnen, die eine ho¨here Amplitude und eine wesentlich gro¨ßere Periodenla¨nge aufwei-
sen. Stone fu¨hrt diesen Effekt mit Hilfe eines Tight-Binding-Modells [Sto85] auf die endliche
Breite des betreffenden AB-Rings zuru¨ck. Wenn die Elektronen durch das mesoskopische
System diffundieren, liegen ihre Trajektorien mal na¨her am inneren oder a¨ußeren Radius
der ringfo¨rmigen Leiterbahn. Die einhergehende Variation des eingeschlossenen magnetischen
Flusses tritt zusa¨tzlich zu derjenigen aufgrund eines steigenden oder fallenden Magnetfelds
auf. Die zufa¨llige Lage der Elektronenpfade innerhalb der Leiterbahn bestimmt unmittelbar
die Phasendifferenz 2πΦ/Φ0 (Gl. 3.7) zwischen beiden Teilwegen des AB-Rings und spiegelt
16Die Ausdehnung der gekoppelten Elektronensysteme betra¨gt in z-Richtung etwa 15 nm [Deu01]. Da die
Breite des Randkanals etwa den Wert 1,6 ℓ = 22nm hat (siehe Text), ist die Annahme einer radialsymmetri-
schen Elektronenverteilung in erster Na¨herung gerechtfertigt.
17NB: Auch in [Hal82] wird mit der Kapazita¨t der Randzusta¨nde pro La¨ngeneinheit argumentiert, ohne
diese jedoch konkret zu berechnen.
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sich in entsprechenden irregula¨ren Fluktuationen des Leitwerts wieder. Solche langperiodi-
schen Strukturen im Leitwert ko¨nnen reduziert oder vermieden werden, wenn der Fla¨chenin-
halt des AB-Rings klein gegenu¨ber der umschriebenen Kreisfla¨che ist [Sto85].
Mit einer a¨hnlichen Argumentation ist es mo¨glich, die langperiodischen Strukturen in
den Leitwertkurven aus Abb. 4.10b zu verstehen. Die Elektronen sind hier nicht innerhalb
einer Leiterbahn, sondern im magnetischen Einschlußpotential (1.29) gefangen. Mit variieren-
dem Magnetfeld a¨ndert sich der magnetische Fluß Φ = Bba′ (Abschnitt 3.2.2), der von den
interferierenden Randkana¨len eingeschlossen wird, aus zweierlei Gru¨nden: Neben der Propor-
tionalita¨t zu B ist zusa¨tzlich zu beru¨cksichtigen, daß die magnetische Flußdichte auch den
Abstand a′ der gegenu¨berliegenden Randkana¨le bestimmt. Dieser Zusammenhang ergibt sich
aus der magnetfeldabha¨ngigen Landau-Bandstruktur und kann nach einer detaillierten Be-
trachtung in Abschnitt 4.6.2 durch die Formel a′ ≈ √νℓ (Gl. 4.16) beschrieben werden. Die
durch die Bandstruktur bestimmte La¨nge a′ a¨ndert sich also sowohl bei einer Variation des
Fermi-Niveaus als auch der magnetischen Flußdichte. Beides fu¨hrt also zu einer Verschiebung
der AB-Periodenla¨nge ∆B = 1ba′
h
e (Gl. 3.8).
In einem idealen System ist a′ eine glatte Funktion von B. Dasselbe gilt fu¨r das Fermi-
Niveau, das bei steigendem oder fallendem Magnetfeld in Abha¨ngigkeit der Verbreiterung der
Landau-Ba¨nder variiert (Abb. 3.2a). Beide Zusammenha¨nge ko¨nnen im Bereich eines schma-
len Leitwertmaximums vernachla¨ssigt werden. In einer realen Probe tritt jedoch der Effekt
auf, daß sich die magnetfeldinduzierte A¨nderung der ra¨umlichen Lage der Randzusta¨nde im
Unordnungspotential in unvorhersehbarer Weise versta¨rken kann, wenn die Elektronen an der
Fermi-Kante einen Weg entlang einer anderen A¨quipotentiallinie einschlagen. Wegen a′ ≪ b
und a′ ∼ ℓ ist es mo¨glich, daß bereits eine geringe Verlagerung eines Randkanals zu einer
A¨nderung des eingeschlossenen magnetischen Flusses in der Gro¨ßenordnung des Flußquan-
tums fu¨hrt. Dies wiederum bewirkt das Auftreten von langperiodischen und irregula¨ren Leit-
wertoszillationen (Abb. 4.10b), die folglich ein abstraktes Abbild des Unordnungspotentials
in der Probe darstellen.
4.6.1(e) Auswertung der AB-Oszillationen
Experimente zum Nachweis von AB-Oszillationen an Tunnelzentren wurden von Kang et
al. bei 25 mK durchgefu¨hrt [Yan05]. Die Autoren stellten fest, daß der AB-Effekt ober-
halb von 200 mK im wesentlichen unterdru¨ckt wird. Dieses Verhalten entspricht gerade der
Koha¨renzbedingung TAB ≫ T (Gl. 4.7). Da fu¨r die Proben dieser Arbeit TAB = 130 mK
(Gl. 4.8) gilt, ist es nicht u¨berraschend, daß auch die AB-Oszillationen aus Abb. 4.11 fu¨r
440 mK schon stark geda¨mpft sind. Trotzdem ko¨nnen die Quanteninterferenzen mindestens
bis etwa 500 mK in der Ableitung von G(B) klar nachgewiesen werden. Zur Berechnung der
Ableitung ist dabei aufgrund des geringen Abstands der Meßpunkte von 1,4 mT eine Gla¨ttung
der Meßkurve unerla¨ßlich. In der Umgebung eines jeden Meßpunktes wurde hierzu mittels
Ausgleichsrechnung eine Parabel an zwo¨lf benachbarten Stu¨tzstellen angepaßt. Die Steigung
der Parabel am zentralen Datenpunkt gibt die Ableitung der Meßkurve wieder, die durch
dieses Verfahren automatisch gegla¨ttet wird. Der Vergleich beider Messungen aus Abb. 4.11
zeigt, daß die feinen Strukturen am Leitwertmaximum in hohem Maße reproduzierbar sind.
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Abb. 4.11. Vergro¨ßerung der ge-
stauchten Leitwertspitze bei ν =
2,5. Im Gegensatz zu Abb. 4.10
wird hier wieder eine Auftragung
gegen B verwendet. Die erste Ab-
leitung ist fu¨r zwei aufeinander-
folgende Durchla¨ufe des Magnet-
felds wiedergegeben. Die Kurve
fu¨r 480 mK wurde zur Wahrung
der U¨bersichtlichkeit etwas nach
unten verschoben.
Dabei ko¨nnen Halbschwingungen mit einer Breite von minimal 5 mT und einer Amplitude
von wenigstens 0,02 e2/h aufgelo¨st werden.
Die Oszillationen von dG/dB aus Abb. 4.11 weisen einen stark quasiperiodischen Charak-
ter auf. Dies ist eine Folge dessen, daß in der Barriere mehr als zwei Tunnelzentren existieren,
und zwar in solchen Absta¨nden, daß die Koha¨renzbedingung ℏv/4b≫ kBT fu¨r mehrere Kon-
taktpaare gleichzeitig erfu¨llt ist. Das Resultat einer schnellen Fourier-Transformation wird
in Abb. 4.12a fu¨r den Bereich des Leitwertmaximums aus Abb. 4.11 dargestellt. Einzelne
Sinusschwingungen treten in dem Spektrum besonders stark hervor, wobei sich die Peri-
odenla¨ngen ∆B auf die zwei Intervalle 52−79 mT und 106−144 mT konzentrieren. Der Ver-
gleich mit G(B) aus Abb. 4.11 zeigt, daß die Komponenten des zweiten Intervalls der zweiten
Harmonischen der langperiodischen Schwingungen mit ∆B = 0,23 T (z. B. in der Umgebung
von B = 3,3 T) zugeordnet werden ko¨nnen.
Die langperiodischen Leitwertfluktuationen besitzen eine große Amplitude (∼0,2 e2/h)
und werden hier, wie weiter oben erla¨utert wurde, als eine Folge des Zusammenspiels von Un-
ordnungspotential und magnetfeldabha¨ngiger Bandstruktur angesehen. Im Gegensatz dazu
weisen die kurzperiodischen AB-Oszillationen mit einer Periodenla¨nge zwischen 52 und 79 mT
eine nur geringe Amplitude (∼0,02 e2/h) auf. Der Effekt, daß sich die irregula¨ren, langperi-
odischen Leitwertfluktuationen und die AB-Oszillationen in ihrer Amplitude so stark unter-
scheiden, wurde auch bei mikrostrukturierten AB-Ringen beobachtet [Web85].
4.6.1(f) Abstand der Tunnelzentren
Der Abstand b der Tunnelzentren kann aus der Periodizita¨t ∆B der AB-Oszillationen be-
stimmt werden (Gl. 3.8):
b =
1
∆Ba′
h
e
, (4.11)
wobei a′ der Abstand der gegenu¨berliegenden, interferierenden Randkana¨le ist (Abb. 3.6). In
[Yan05] wird a′ = a gesetzt, wobei die Autoren allerdings darauf hinweisen, daß aufgrund
der Unscha¨rfe der Trajektorien ein Abstand von bis zu a′ = 2a nicht ausgeschlossen sei. Ge-
nauere Aussagen sind unter Verwendung von Bandstrukturrechnungen fu¨r die gekoppelten
Elektronensysteme mo¨glich. Entsprechende Resultate werden in Abb. 4.12b fu¨r B = 3,5 T
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Abb. 4.12. (a) Fourier-Analyse von dG/dB aus Abb. 4.11 im Magnetfeldbereich 2,93−
4,26 T. Die Ordinatenachse ist ohne Einheiten. (b) Bandstruktur (du¨nne Linien) fu¨r V0 =
268 meV, a = 52 A˚ = 0,38 ℓ und B = 3,5 T. Als fette Linien sind zwei Wellenfunktionen aus
dem Grundzustandsband aufgetragen. Ihre Energie ε0k = 0,98 liegt knapp unterhalb der er-
sten Antikreuzung. Die Pfeile markieren die jeweiligen Aufenthaltsschwerpunkte 〈ϕ0k|x|ϕ0k〉.
Ihr Abstand betra¨gt a′ = 2,4 ℓ.
dargestellt. Dieser Wert der magnetischen Flußdichte herrscht im Mittel an der Leitwert-
spitze mit dem kleinsten Fu¨llfaktor vor (Abb. 4.11). Fu¨r die Leitzentren von Zusta¨nden im
Bereich der Antikreuzung zwischen dem 0. und 1. Band gilt X ≪ ℓ. Da die Theorie von
Kim und Fradkin (Abschnitt 3.2.2) auf o¨rtlich getrennten, eindimensionalen Fermi-Flu¨ssig-
keiten beruht, werden in Abb. 4.12b zwei Zusta¨nde betrachtet, deren Energie knapp unterhalb
der Antikreuzung liegt, so daß sie als Randzusta¨nde des jeweiligen Elektronensystems gelten
ko¨nnen.
Wenn die Aufenthaltsschwerpunkte der Randzusta¨nde an der Fermi-Kante zur Festle-
gung des Abstandes der korrespondierenden Randkana¨le herangezogen werden, erha¨lt man
nach Abb. 4.12b die Distanz a′ = 2,4 ℓ. Ein vergleichbares Ergebnis liefert die Formel (3.9):
Fu¨r X = 0,1 ℓ und ε0k = 0,98 bzw. ∆X =
√
2ε0k + 1 ℓ = 1,72 ℓ ergibt diese den Wert
a′ = 2,0 ℓ. Die Abweichung gegenu¨ber der exakten Rechnung betra¨gt also weniger als 20 %.
Da die Bandstruktur auf den Skalen der magnetischen La¨nge und der Zyklotron-Energie nur
geringfu¨gig mit der Amplitude des Magnetfelds variiert (Abschnitt 2.4.1), ist a′ = 2,4 ℓ gleich-
zeitig auch fu¨r andere Systemparameter als denen aus Abb. 4.12b ein repra¨sentativer Wert
fu¨r den Abstand der interferierenden Elektronentrajektorien. Ausgedru¨ckt in Einheiten der
Barrierenbreite gilt in unserem Beispiel a′ = 6,3a, wa¨hrend man unter Bedingungen wie aus
[Yan05] (a = 88 A˚, B = 5,7 T) a′ = 3,0a erha¨lt. Es bleibt also festzuhalten, daß der Ab-
stand der Randkana¨le bei du¨nnen Barrieren weniger durch die Barrierendicke, als vielmehr
durch die Ausdehnung ∆X der Wellenfunktionen bestimmt ist. Durch diese Aussage kommt
letztlich eine Verknu¨pfung zwischen der Theorie zum Tunneln durch Punktkontakte und dem
Modell der Mischung von Landau-Zusta¨nden zustande.
Im Spektrum von Abb. 4.12a treten im ersten Intervall, das dem AB-Effekt zugeord-
net wird, drei Periodenla¨ngen besonders stark hervor: ∆B = 56, 63 und 74 mT. Fu¨r einen
Trajektorienabstand von a′ = 2,4 ℓ = 329 A˚ erha¨lt man damit als Abstand zwischen den Tun-
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nelzentren unter Anwendung von (4.11) die Werte b = 2,2, 2,0 und 1,7µm. Als Mittelwert
wird im folgenden
b = (2,0± 0,2)µm (4.12)
verwendet. Wenn ein Punktkontaktpaar im Abstand b dem koha¨renten Regime (Gl. 3.10)
angeho¨rt, muß die Phasenkoha¨renzla¨nge (= Phasenrelaxationsla¨nge) [Web88, Dat97] nach
Abb. 3.6 mindestens LABΦ = a
′ + 2b ≃ 2b betragen. Aus den experimentellen Werten fu¨r b
folgt fu¨r die Phasenkoha¨renzla¨nge in den Proben dieser Arbeit eine untere Grenze von LABΦ ≈
4,4µm. Die entsprechende Beweglichkeit wird in Abschnitt 4.6.2 berechnet und diskutiert.
4.6.1(g) Tunnelzentren vs. makroskopische Defekte
In Abschnitt 4.5 wurde die beobachtete Leitwertu¨berho¨hung mit der Existenz von makro-
skopischen Defekten erkla¨rt, die eine Unterteilung der Quantenregion in einzelne Sektionen
bewirken (Abb 4.9). Anhand der experimentell bestimmten Absta¨nde der interferierenden
Tunnelzentren kann zwar nicht die Breite der Sektionen abgescha¨tzt werden, gleichwohl ist
eine Konsistenzpru¨fung mo¨glich. Bei einer Probenbreite von 500µm betra¨gt die durchschnitt-
liche Breite der Sektionen ho¨chstens 100µm, wenn man die mittlere Amplitude 10 e2/h der
ersten Leitwertspitze aus Abb. 4.8 mit dem Leitwert 2 e2/h eines spinentarteten Randkanals
ins Verha¨ltnis setzt (Abschnitt 3.1.1). Selbst wenn wie beim Experiment von Kang et al. der
Leitwert pro Sektion nur ein Zehntel des zweifachen Leitwertquantums betragen sollte, wa¨re
die durchschnittliche Breite der Sektionen mit 10µm noch deutlich gro¨ßer als der beobachtete
maximale Abstand von interferierenden Tunnelzentren.
4.6.2 Leitwertoszillationen bei kleinen Magnetfeldern
Die AB-Oszillationen treten nur an der Leitwertspitze mit dem kleinsten Fu¨llfaktor auf. Schon
beim na¨chstgelegenen Maximum ist der AB-Effekt weitgehend unterdru¨ckt (Abb. 4.10). Ob-
wohl die entsprechenden Signaturen mit kleiner werdendem Magnetfeld schnell verschwinden,
erscheinen bei niedrigen Flußdichten in Abb. 4.13a erneut a¨hnliche Leitwertoszillationen. Die
Schwingungen setzen bereits bei B = 0 T ein, nehmen bei B ≈ 0,27 T in ihrer Amplitude
deutlich zu und verschwinden bei B = 0,8 T, just dem Punkt, wo die regula¨ren Landau-
Oszillationen aufzutreten beginnen. Ebenso wie die AB-Oszillationen aus Abb. 4.11 zeichnen
sich die Leitwertstrukturen bei kleinen Feldern durch quasiperiodisches Verhalten und ho-
he Reproduzierbarkeit aus. Außerdem besitzen die pra¨gnantesten Oszillationen im Fourier-
Spektrum von Abb. 4.13b mit ∆B = 30−65 mT a¨hnliche Periodenla¨ngen. Im Vergleich zu den
AB-Oszillationen aus Abb. 4.11 sind die Schwingungsamplituden in Abb. 4.13a etwas gro¨ßer.
Sie betragen fu¨r 0,27 T ≤ B ≤ 0,8 T mit 0,03 e2/h etwa das Anderthalb- bis Zweifache.
Trotz der A¨hnlichkeit zu den in Abschnitt 4.6.1 behandelten AB-Oszillationen gibt es
Anhaltspunkte, daß die quasiperiodischen Strukturen bei kleinen Magnetfeldern nicht auf
dem AB-Effekt beruhen. In Abb. 4.14 sind Leitwertkurven fu¨r verschiedene Steuerspannungen
nach einer dort erkla¨rten Methode aufbereitet. Diese Oszillationen werden im Gegensatz zu
Abb. 4.10a nicht bei steigender Steuerspannung zunehmend unterdru¨ckt. Ab Ug = 0,60 V
kommt sogar ein hochfrequentes Rauschen hinzu, wa¨hrend die Kurven aus Abb. 4.10a bei
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Abb. 4.13. (a) Kurzperiodische Leitwertoszillationen im Bereich kleiner Magnetfelder. Die
Leitwertkurven sind fu¨r aufeinanderfolgende Durchla¨ufe des Magnetfelds in hohem Maße re-
produzierbar. Der untere Graph wurde zur besseren Erkennbarkeit um −0,1 e2/h verschoben.
(b) Fourier-Analyse von G(B) fu¨r B < 0,8 T. Die Ordinatenachse ist ohne Einheiten.
a¨hnlich hoher Steuerspannung stark gegla¨ttet sind. Da die AB-Oszillationen schon am zweiten
Leitwertmaximum nahezu verschwunden sind (Abb. 4.10), erscheint es abwegig, daß sie bei
noch ho¨heren Fu¨llfaktoren, also etwa im Bereich B = 0−0,8 T, erneut auftreten, zumal wenn
dort die Verbreiterung der Landau-Ba¨nder im Vergleich zur Zyklotron-Energie so groß ist,
daß auch Landau-Oszillationen unterdru¨ckt werden.
4.6.2(a) Phasenkoha¨renz
Ungeachtet der Abweichungen zum Verhalten der AB-Oszillationen gibt es klare Indizien,
daß auch die Leitwertschwankungen bei kleinen Magnetfeldern auf einem Interferenzpha¨no-
men beruhen. Sobald die Temperatur auf 1,5 K erho¨ht wird (Abb. 4.14), verschwinden die
quasiperiodischen Oszillationen in U¨bereinstimmung zur Koha¨renzbedingung (4.7) weitge-
hend. Mit der in Abb. 4.14 ansteigenden Ladungstra¨gerdichte werden innerhalb der gekop-
pelten Elektronensysteme Sto¨rpotentiale, die z. B. von ionisierten Donatoren in der Schicht
der Steuerelektrode (Abb. 4.2) herru¨hren, zunehmend effektiver abgeschirmt, was zu einer
Erho¨hung der Elektronenbeweglichkeit (Gl. 1.5) fu¨hrt. Letztere kann mit Hilfe der Koha¨renz-
bedingung (1.11)
BcµΦ & 2π (4.13)
abgescha¨tzt werden. Diese Gleichung erha¨lt man im semiklassischen Bild (Abschnitt 1.1.2)
aus der Forderung, daß ein quasifreies Elektron zwischen zwei (inelastischen) Streuprozessen
genu¨gend Zeit zur Vollendung eines ganzen Orbits im senkrechten Magnetfeld hat. Aufgrund
des Kriteriums (4.13) und der mit der Ladungstra¨gerdichte ansteigenden Elektronenbeweg-
lichkeit ist zu erwarten, daß die quasiperiodischen Oszillationen mit zunehmend ho¨herer Steu-
erspannung bei kleineren Magnetfeldern einsetzen.
In der Tat la¨ßt sich in Abb. 4.14 ein derartiges Verhalten ablesen, wenn man als Kri-
terium fu¨r den Beginn signifikanter Oszillationen ad hoc fordert, daß die quasiperiodischen
Schwingungen eine Amplitude von mindestens 0,03 e2/h aufweisen und in
”
dichter Abfolge“
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Abb. 4.14. Leitwertoszillationen bei kleinen
Feldsta¨rken fu¨r verschiedene Steuerspannun-
gen. Um Details besser hervortreten zu las-
sen, wurde an G(B) (Abb. 4.13a) jeweils ei-
ne Gerade angepaßt und die Differenz zwi-
schen beiden mit dem Faktor 20 multipli-
ziert (→ G˜). Die Kreise markieren den je-
weiligen Beginn Bc des Bereichs quasiperi-
odischer Schwingungen mit der Amplitude
&0,03 e2/h. Die Messung der grauen Leit-
wertkurve mit Ug = 0,50 V erfolgte bei 1,5 K.
auftreten. Das solchermaßen definierte und in Abb. 4.14 durch Kreise markierte kritische
Magnetfeld Bc fa¨llt bei steigender Elektronendichte im Bereich zwischen Ug = 0,45 V und
0,55 V von Bc = 0,37 T auf 0,20 T ab. Fu¨r Bc = 0,27 T, d. h. der kritischen Flußdichte der
Leitwertkurve mit Ug = 0,50 V, erha¨lt man mit (4.13) eine Beweglichkeit von
µΦ ≈ 2,3 · 105 cm2/Vs. (4.14)
Bei dieser Gro¨ße handelt es sich in erster Linie um eine
”
Phasenkoha¨renz-Beweglichkeit“, da
fu¨r die Unterdru¨ckung von meßbaren Quanteninterferenzen hauptsa¨chlich Phasenrelaxations-
prozesse verantwortlich sind. In Analogie zu der fu¨r Impulsrelaxationsprozesse aufgestellten
Gleichung (1.5) kann aus µΦ die Phasenkoha¨renzla¨nge
L<1TΦ =
µΦℏkF
e
(1.6)
=
µΦℏ
e
√
2πn¤ ≈ 1,7µm (4.15)
berechnet werden. Wa¨hrend diese Gro¨ße auf dem Wert des kritischen Magnetfelds Bc fu¨r
Ug = 0,50 V beruht (Abb. 4.14), wurde in Abschnitt 4.6.1 bei derselben Steuerspannung
anhand der Periodenla¨nge der AB-Oszillationen die Phasenrelaxationsla¨nge zu LABΦ & 4,4µm
abgescha¨tzt. Die beiden auf grundverschiedene Weise bestimmten Phasenkoha¨renzla¨ngen sind
also von derselben Gro¨ßenordnung.
Die Phasenkoha¨renzla¨nge LΦ kann wesentlich gro¨ßer als die mittlere freie Wegla¨nge Lm
sein. Letztere wird bei tiefen Temperaturen hauptsa¨chlich durch elastische Streuprozesse
bestimmt, welche die Phaseninformation der Elektronen nicht zersto¨ren [Web88]. Trotzdem ist
LΦ nicht von Lm unabha¨ngig, da bei elastischen Streuprozessen der Streuwinkel weitgehend
dem Zufall unterworfen ist, was die effektive Strecke verku¨rzt, die zwischen zwei inelastischen
Sto¨ßen zuru¨ckgelegt werden kann. Bei gegebenen Impuls- und Phasenrelaxationszeiten gilt
LΦ = vF
√
τmτΦ/2 [Dat97]. Wenn mit steigender Elektronendichte elastische Streuzentren
besser abgeschirmt werden, erho¨ht sich folglich nicht nur die Impulsstreuzeit τm, sondern
auch die Phasenkoha¨renzla¨nge LΦ. Der funktionale Zusammenhang LΦ(τm) erkla¨rt also die
experimentelle Beobachtung aus Abb. 4.14, daß sich die kritische Flußdichte Bc
(4.13)≈ 2πµΦ
(4.15)
=
hkF
eLΦ
mit zunehmender Steuerspannung kleiner wird.
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4.6.2(b) AB-Effekt interferierender Randkana¨le?
Im folgenden wird durch Rechnung u¨berpru¨ft, ob der in Abschnitt 3.2.2 beschriebene AB-
Effekt an Tunnelzentren als Ursache fu¨r die Leitwertoszillationen bei kleinen Magnetfeldern
in Frage kommen kann. Gleichung (3.9) beschreibt den Abstand a′ zwischen gegenu¨berliegen-
den Randkana¨len na¨herungsweise in Abha¨ngigkeit des Leitzentrums X und der halbseitigen
Ausdehnung ∆X der zugeho¨rigen Wellenfunktionen. Falls man nur Zusta¨nde in der Na¨he
von X = 0 betrachtet, also X im Vergleich zu ∆X vernachla¨ssigt, vereinfacht sich (3.9) zu
a′ ≈ ∆X = √2εnk + 1 ℓ. Unter Verwendung des Zusammenhangs (3.1) zwischen Fu¨llfaktor
und Fermi-Niveau folgt
a′ ≈ ∆X ≃ √ν ℓ. (4.16)
Durch Einsetzen in (3.8) erha¨lt man schließlich die Periodenla¨nge mo¨glicher AB-Oszillationen:
∆B ≈ 1
b
√
ν ℓ
h
e
=
B
b
√
n¤/2π
. (4.17)
Eigentlich gilt fu¨r den AB-Effekt, daß die Periodizita¨t der Leitwertoszillationen von der Am-
plitude des Magnetfelds unabha¨ngig ist. Da die interferierenden Stromkana¨le in dieser Arbeit
jedoch nicht etwa durch Leiterbahnen definiert sind, sondern in ihrer x-Position durch die
feldabha¨ngige Landau-Bandstruktur bestimmt werden, ist die Periodenla¨nge in (4.17) sogar
proportional zu B. Wa¨hrend dieses Pha¨nomen in Abschnitt 4.6.1 fu¨r den Bereich der Leit-
wertspitze mit dem kleinsten Fu¨llfaktor vernachla¨ssigt werden konnte (abgesehen von dem
Wechselspiel mit dem Unordnungspotential), ist das fu¨r Abb. 4.14 nicht mehr mo¨glich.
Unter der Annahme, daß bei geringen Flußdichten dieselben Tunnelzentren aktiv sind
wie bei den AB-Oszillationen am Leitwertmaximum aus Abb. 4.11, kann fu¨r den Abstand
der Tunnelzentren der Mittelwert b = 2,0µm aus Abschnitt 4.6.1 u¨bernommen werden. In
der Leitwertkurve fu¨r Ug = 0,50 V aus Abb. 4.14 treten die zur Diskussion stehenden quasi-
periodischen Oszillationen im Feldbereich B = 0,27−0,80 T auf. Dem Intervall entsprechen
nach (4.17) Periodenla¨ngen ∆B zwischen 8 und 23 mT. Um diesen Wertebereich mit den
tatsa¨chlich auftretenden Oszillationen vergleichen zu ko¨nnen, mu¨ßte eigentlich das Fourier-
Spektrum der Leitwertkurve aus Abb. 4.14 wegen ∆B ∝ B (Gl. 4.17) in Abha¨ngigkeit der
magnetischen Flußdichte betrachtet werden.18 Die vorhandene Datengrundlage ist jedoch zu
du¨nn, um etwa Spektralanalysen auf Unterabschnitten des Intervalls 0−0,8 T durchfu¨hren zu
ko¨nnen, so daß der Vergleich zwischen Theorie und Experiment anhand von Abb. 4.13b statt-
finden muß. Auch aus diesem Spektrum kann sofort ersehen werden, daß das Gros der beob-
achteten Periodenla¨ngen nicht mit dem Bereich ∆B = 8−23 mT mo¨glicher AB-Oszillationen
u¨bereinstimmt.
4.6.2(c) Leitwertfluktuationen
Der AB-Effekt interferierender Randkana¨le scheidet also als Ursache fu¨r die quasiperiodischen
Oszillationen bei kleinen Magnetfeldern aus. Deshalb ist zu kla¨ren, ob sich die beobachteten
18In den Graphen aus Abb. 4.14 ist mit zunehmender Magnetfeldamplitude tatsa¨chlich ein leichter Anstieg
der Periodenla¨ngen auszumachen.
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Oszillationen dem Pha¨nomen der sog. Leitwertfluktuationen zuordnen lassen. Dieser Effekt,
der in [Dat97] eingehend behandelt wird, ist dann relevant, wenn die Phasenkoha¨renzla¨nge die
mittlere freie Wegla¨nge deutlich u¨bertrifft. Gu¨nstige Voraussetzungen sind tiefe Temperaturen
und eine niedrige Elektronenbeweglichkeit. Prinzipiell unterscheidet man zwischen schwacher
und starker Lokalisierung. Die maßgebliche Gro¨ße hierfu¨r ist die Lokalisierungsla¨nge, die in
einem System mit M transversalen Moden Lc ≈ MLm betra¨gt. Fu¨r ein zweidimensionales
Elektronensystem der Breite W = 500µm und der Fla¨chendichte n¤ = 1,89 · 1011 cm−2 hat
die Modenzahl den Wert19 [Dat97]
M =
⌊
kFW
π
⌋
=
⌊
W
λF /2
⌋
(1.63b)
= 17244. (4.18)
Die Probenstruktur aus Abb. 4.2 weist in [001]-Richtung eine La¨nge von Lx = 4,0052µm auf,
die von vergleichbarer Gro¨ße ist wie die weiter oben bestimmten Phasenkoha¨renzla¨ngen LABΦ
und L<1TΦ . Folglich bildet die Quantenregion in x-Richtung eine phasenkoha¨rente Einheit.
Man spricht von schwacher Lokalisierung, wenn die La¨nge eines solchen Systems wesentlich
ku¨rzer als die Lokalisierungsla¨nge ist. Aufgrund der hohen Modenzahl wird diese Bedingung
in den Proben dieser Arbeit leicht erfu¨llt. Selbst wenn die Beweglichkeit µ gema¨ß (1.5) um
zwei Gro¨ßenordnungen kleiner wa¨re als die Phasenkoha¨renz-Beweglichkeit (4.14) wu¨rde Lc ≈
250µm die La¨nge Lx der Quantenregion noch immer deutlich u¨bertreffen.
Die eben festgestellte schwache Lokalisierung kann nicht die Ursache fu¨r die beobachteten
quasiperiodischen Oszillationen sein. Dagegen spricht zum einen, daß in breiten Proben mit
schwacher Lokalisierung keine Leitwertfluktuationen auftreten und zum anderen die Tatsache,
daß in Abb. 4.13a die quasiperiodischen Oszillationen sich bis zu einer Flußdichte von 0,8 T
erstrecken, wa¨hrend der Zustand der schwachen Lokalisierung im allgemeinen schon durch ein
kleines Magnetfeld von ∼10 mT zersto¨rt wird [Dat97]. Der Grund fu¨r die mangelnde Schlag-
kraft der bisherigen Argumentation liegt darin, daß die Modenzahl (4.18) nur fu¨r die beiden
gekoppelten Elektronensysteme korrekt ist, nicht jedoch fu¨r das Gesamtsystem, das zusa¨tzlich
die Barriere beinhaltet. Eine quantitative Betrachtung des Systems unter Beru¨cksichtigung
der Eigenschaften der Tunnelbarriere wird dadurch sehr erschwert, daß viele Systemparame-
ter20 nur ungenau oder gar nicht bekannt sind. Die folgenden U¨berlegungen ko¨nnen deshalb
nur skizzenhaft und ohne zahlenma¨ßige Untermauerung dargelegt werden.
Es ist anzunehmen, daß der Tunnelstrom nicht gleichma¨ßig verteilt u¨ber die gesamte
La¨nge der Barriere auftritt, sondern diese nur punktuell an den Tunnelzentren durchdringt,
deren Existenz in Abschnitt 4.6.1 nachgewiesen wurde. Hierdurch erniedrigt sich die Anzahl
der Moden erheblich, und zwar um etwa zwei Gro¨ßenordnungen, wenn man den mittleren
Abstand b der Tunnelzentren ins Verha¨ltnis zur Breite W der Quantenregion setzt. Bei die-
sem Mehrfachspalt-Experiment ist die La¨nge der interferierenden Moden von der Gro¨ßen-
ordnung der Distanz b, welche wiederum mit der Systemla¨nge Lx vergleichbar ist. Deshalb
und aufgrund der massiven Reduzierung der Modenzahl M nimmt der Systemzustand im
Bereich der Barriere den Charakter einer starken Lokalisierung an, da nun die entsprechende
19⌊x⌋ bezeichnet die gro¨ßte ganze Zahl, die kleiner oder gleich x ist.
20Impulsrelaxationsla¨nge Lm; Anzahl und Breite der Sektionen, in welche die Quantenregion unterteilt ist
(Abschnitt 4.5); Anzahl und Abstand der Tunnelzentren, sowie deren Transmissionswahrscheinlichkeiten.
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Bedingung Lc ≈ Lx erfu¨llt wird. In diesem Regime fu¨hrt die Quanteninterferenz zwischen
gestreuten Elektronen zu Leitwertfluktuationen, wenn die de Broglie-Wellenla¨nge (1.63a) der
Elektronen durch Variation des Fermi-Niveaus oder des Magnetfelds vera¨ndert wird [Dat97].
Wenngleich oben gezeigt worden ist, daß bei kleinen Magnetfeldern kein AB-Effekt zwi-
schen den gegenu¨berliegenden und nahe (∆X ∼ ℓ) benachbarten Randkana¨len auftritt, stellt
sich das aus Bereichen mit hoher und niedriger Modenzahl bestehende Hybridsystem als ein
Mehrfachspalt-Interferometer dar, das mit der AB-Anordnung aus [Aha59] einige A¨hnlichkeit
aufweist und in der Tat auch Leitwertfluktuationen erzeugt, die mit Abb. 4.11a vergleichbar
sind.
4.7 Landau-Oszillationen
Bisher wurden nur solche Details der Leitwertkurven besprochen, die auf kleinem Maßstab
auftreten. Dieses Unterkapitel wendet sich nun den Landau-Oszillationen in ihrer Gesamtheit
zu, wobei das Hauptaugenmerk auf den Leitwertspitzen und ihrer Position auf der Skala des
Fu¨llfaktors liegt. Als erstes wird die allgemeine Form und Lage der Leitwertspitzen in Ab-
schnitt 4.7.1 unter Beru¨cksichtigung einer etwaigen Spinaufspaltung diskutiert und mit dem
Ergebnis anderer Arbeiten verglichen. Die verwendete Probenstruktur (Abb. 4.2) ermo¨glicht
es, die Entwicklung einer bestimmten Leitwertspitze in Abha¨ngigkeit des Magnetfelds zu
verfolgen, indem die Elektronendichte mit Hilfe der Steuerelektrode in geeigneter Weise der
vera¨nderten Bandstruktur angepaßt wird. Solchermaßen untersucht Abschnitt 4.7.2 die Po-
sition der Leitwertspitzen auf der Skala des Fu¨llfaktors in Abha¨ngigkeit der magnetischen
Feldsta¨rke. Von besonderem Interesse ist dabei, inwieweit die experimentelle Beobachtung
mit der Landau-Bandstruktur aus Kapitel 2 und dem daraus abgeleiteten Verhalten des Tun-
nelstroms (Kapitel 3) u¨bereinstimmt.
4.7.1 Position der Leitwertspitzen und Spinentartung
Im Magnetfeld spalten die Energieniveaus von Elektronen bezu¨glich beider Spinausrichtungen
auf. Die entstehende Energielu¨cke la¨ßt sich durch [Hua02]
∆Es = |g0|µBB + Eex = g∗µBB (4.19)
beschreiben. Dabei ist g0 der Lande´-Faktor im jeweiligen Materialsystem, und g
∗ bezeichnet
den effektiven Lande´-Faktor, der zusa¨tzlich eine Modifikation Eex aufgrund von Austausch-
Wechselwirkungen entha¨lt. In GaAs hat man mit g0 ≃ −0,44 [Her77] einen Lande´-Faktor, der
aufgrund starker Spin-Bahn-Wechselwirkung im Vergleich zum Wert fu¨r freie Elektronen auf
etwa ein Viertel reduziert ist. Mit dem Bohrschen Magneton µB = eℏ/2me gilt fu¨r Elektronen
im Leitungsband das Verha¨ltnis
|g0|µBB
ℏωc
=
1
2
m∗
me
|g0|
(1.13)≈ 1
68
. (4.20)
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Da die Zeeman-Aufspaltung deutlich kleiner als die Landau-Aufspaltung ist, kann leicht der
Fall eintreten, daß Landau-Ba¨nder mit starker Verbreiterung (Abb. 3.2) bezu¨glich ihrer Spin-
art experimentell nicht aufgelo¨st werden ko¨nnen.
Bei der Zeeman-Aufspaltung handelt es sich um einen Einteilcheneffekt. Die hohe Elek-
tronendichte in Quanten-Hall-Systemen (mittlerer Abstand der Elektronen: Gl. 3.4) macht
es jedoch notwendig, auch den Einfluß der Elektron-Elektron-Wechselwirkung auf die Spin-
aufspaltung zu beru¨cksichtigen. Theoretische [Dem93] und experimentelle Untersuchungen
[Ush90, Dol97, Hua02] zeigen, daß die auftretende Austauschenergie Eex ungefa¨hr zu einer
Verzehnfachung des effektiven Lande´-Faktors (engl. exchange enhanced g-factor) fu¨hrt. In
Abha¨ngigkeit von Fu¨llfaktor und der jeweiligen Probe werden in der Literatur fu¨r GaAs
Werte zwischen g∗ = 3 und 7 angegeben.
4.7.1(a) Kurvenschulter
Die in dieser Arbeit beobachteten Leitwertspitzen weisen an der Flanke hin zu ho¨herem Ma-
gnetfeld eine Schulter auf, die umso ausgepra¨gter wird, je mehr die angelegte Steuerspannung
ansteigt. Dies wird z.B. in Abb. 4.10a deutlich, wobei weiterhin auffa¨llt, daß zwar am linken
Maximum fu¨r Ug = 0,55 V eine Schulter vorliegt, nicht jedoch am benachbarten Maximum,
welches bei einem ho¨heren Fu¨llfaktor auftritt. Allerdings zeigt Abb. 4.8, daß bei genu¨gend
großer Steuerspannung auch die Leitwertspitzen ho¨herer Ordnung einen Absatz aufweisen,
was beispielsweise bei ν = 8,1 fu¨r Ug = 0,8 V der Fall ist.
Das Pha¨nomen einer Schulter in den Leitwertkurven existiert auch bei dem Experiment
von Huber et al.. Dort besteht die Versuchsanordnung in einer CEO-Struktur, die zwei zu-
einander senkrechte 2DESe entha¨lt [Hub05]. Elektronen tunneln aus dem zum Magnetfeld
parallelen System (‖), das eine parabolische Dispersion besitzt, durch eine 50 A˚-Barriere in
die Randzusta¨nde des benachbarten Quanten-Hall-Systems (⊥). In Analogie zu Abb. 4.10a
weist die Meßkurve aus [Hub05, Fig. 1] bei ν⊥ = 1,9 eine Schulter auf, welche an den Flanken
der u¨brigen Leitwertspitzen nicht existiert. Der Effekt, daß die Schulter auch bei Leitwert-
spitzen ho¨herer Ordnung auftritt, sofern die Elektronendichte mindestens etwa 3 · 1011 cm−2
betra¨gt (Abb. 4.8), konnte mit den modulationsdotierten Strukturen in [Hub05] nicht beob-
achtet werden. In jenen Proben ist die Elektronendichte auf den Wert n⊥ = 1,9 · 1011 cm−2
fest eingestellt. Diese Elektronendichte liegt in den Proben dieser Arbeit vor, wenn die Steu-
erspannung Ug = 0,5 V anliegt (Abb. 4.7), wobei dann ebenfalls nur die Leitwertspitze mit
kleinstem Fu¨llfaktor eine Schulter besitzt (Abb. 4.10a).
Huber et al. fu¨hren als mo¨gliche Ursachen fu¨r das Auftreten einer Schulter einen erho¨hten
effektiven Lande´-Faktor sowie den Sprung des chemischen Potentials aus den Volumenni-
veaus des 0. Landau-Bandes in das 1. Band an. In dieser Arbeit wird das Auftreten einer
Kurvenschulter als Folge einer einsetzenden Spinaufspaltung angesehen. Die Beweglichkeit in
den gekoppelten Elektronensystemen nimmt, wie in Abschnitt 4.6.2 beobachtet wurde, mit
steigender Elektronendichte zu. Deshalb tritt die Schulter in Abb. 4.6 mit gro¨ßer werden-
der Steuerspannung schon bei kleineren Feldsta¨rken auf. Unabha¨ngig von der einsetzenden
Spinaufspaltung gilt fu¨r die Leitwertspitze mit kleinstem Fu¨llfaktor (Abb. 4.10a), daß das
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Maximum bei kleiner Steuerspannung, d. h. einer geringen internen Vorspannung, gleichzeitig
mit dem Auftreten von AB-Oszillationen gestaucht wird, wodurch die Schulter verschwindet.
4.7.1(b) Spinentartung
Wa¨hrend Huber, Grayson et al. spinentartete Landau-Ba¨nder konstatieren [Hub05, Gra04a],
liegt beim Experiment von Kang et al. offenbar Spinaufspaltung vor.21 Zumindest zeigen
in Tab. 4.1 die Positionen der Widerstandsminima einer Shubnikov-de Haas-Messung, daß
im einzelnen Elektronensystem spinpolarisierte Landau-Niveaus fu¨r ν . 4 aufgelo¨st werden
ko¨nnen. Dahingegen weist die Leitwertkurve G(B) aus [Yan04, Fig. 1(a)] bei kleinen Fu¨llfak-
toren keinerlei Anzeichen einer zum Erliegen kommenden Spinaufspaltung auf. Vielmehr sind
die Positionen ν (Gmax) der Leitwertspitzen auf der gesamten verfu¨gbaren Skala des Fu¨llfak-
tors a¨quidistant verteilt (Tab. 4.1). Der mittlere Abstand betra¨gt dabei ∆ν = 1,36±0,06 und
steht somit in starkem Widerspruch zu der in Abschnitt 3.1.4 berechneten Distanz ∆ε = 1,01
(Gl. 4.4) zwischen Landau-Bandlu¨cken aufeinanderfolgender Ordnung.
Es stellt sich also die Frage, ob Kang et al. spinentartete oder spinaufgelo¨ste Bandlu¨cken
spektroskopiert haben. Je nach dem ha¨tten die Landau-Bandlu¨cken einen Abstand von ∆ε
oder sie wa¨ren – als Mittelwert u¨ber mehrere Landau-Ba¨nder – um den Betrag ∆ε/2 vonein-
ander entfernt. Gema¨ß (3.1) entspra¨che diesen Energiedifferenzen auf der Skala des Fu¨llfaktors
eine Distanz ∆ν = 2,02 (Spinentartung) bzw. ∆ν = 1,01 (Spinaufspaltung) fu¨r aufeinander-
folgende Leitwertspitzen. Takagaki und Ploog interpretieren in [Tak00] die experimentellen
Ergebnisse aus [Kan00a] dahingehend, daß Spinaufspaltung vorliegt, und fu¨hren dies auf
einen erho¨hten g-Faktor zuru¨ck. Weiterhin la¨ßt sich auch aus den Ausfu¨hrungen in [Yan04],
und zwar denen betreffend der Dephasierung zwischen Rxx(B) und G(B), indirekt schlie-
ßen, daß Kang et al. Spinaufspaltung annehmen: Es wird aus der Tatsache, daß die ortsfeste
Ladung der Modulationsdotierung im Bereich der Barriere unkompensiert ist (siehe weiter
unten), auf eine Erho¨hung (also im Vergleich zu ∆ν ≃ 1) des Abstands der Leitwertspitzen
geschlossen. Zusammengefaßt gilt, daß in den Proben dieser Autoren der Tunnelstrom bis
mindestens ν = 14 von Spinaufspaltung beherrscht wird, wa¨hrend bei einer Shubnikov-de
Haas-Messung an einem einzelnen 2DES die Landau-Ba¨nder nur bis ν = 4 nach ihrer Spinart
zu unterscheiden sind.
Wa¨hrend die Elektronendichte in modulationsdotierten Strukturen allein durch Messung
bestimmt werden kann, bietet sich in feldinduzierten Elektronensystemen eine zusa¨tzliche
Mo¨glichkeit, indem n¤ unter Anwendung des Kondensatormodells aus der Steuerspannung
(bis auf einen Offset) berechnet wird. Als in Abschnitt 4.4 die Elektronendichte fu¨r ver-
schiedene Steuerspannungen anhand der Beziehung ∆ν = 2∆ε ermittelt wurde, konnte die
Gro¨ße n¤/Ug, welche durch das Kondensatormodell (4.3) gegeben ist, mit einer Unsicherheit
von 5 % besta¨tigt werden. Deshalb darf die Annahme, daß bei den Proben dieser Arbeit Spi-
nentartung vorherrscht, als eine gesicherte Tatsache angesehen werden. Ein entscheidender
21Kang, Yang et al. behandeln das Thema der Spinaufspaltung am Rande. Dabei wird in [Kan00a] ange-
merkt, daß es unklar sei, inwieweit die Landau-Dispersion von der Zeeman-Aufspaltung oder einer etwaigen
Erho¨hung des g-Faktors betroffen ist. Abschließend stellen die Autoren fest:
”
This absence of spin-dependent
features in the tunnelling data remains a central puzzle.“ Fu¨r den Gegenstand der weiteren Vero¨ffentlichun-
gen [Yan04] und [Yan05] besitzt eine mo¨gliche Spinaufspaltung keine Relevanz und wird daher auch nicht
diskutiert.
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Tab. 4.1. Analyse der Meßwertkurven aus [Yan04, Fig. 1]. Die erste Zeile gibt die Fu¨llfak-
toren der Minima des longitudinalen Widerstands Rxx wieder, der fu¨r ein einzelnes 2DESe
aufgezeichnet wurde. In der zweiten Zeile stehen die Positionen der Maxima des Leitwerts G
fu¨r den Tunneltransport durch die Barriere. Der Berechnung von ν liegt jeweils die aus
Rxx(B) bestimmte Elektronendichte n¤ = (2,0± 0,1) · 1011 cm−2 zugrunde. In der Tabelle ist
die horizontale Lage der Zahlenangaben proportional zum jeweiligen Nennwert.
ν(Rminxx ) : 0,97 2,03 3,03 4,19 6,52 8,58 10,7 12,7
ν(Gmax) : 1,48 2,77 4,11 5,58 6,89 8,31 9,72 11,1 12,7 14,1
Parameter fu¨r die Auflo¨sbarkeit von spinaufgespaltenen Landau-Niveaus ist die Elektronen-
beweglichkeit. Diese Gro¨ße ist allerdings bei dem Probendesign aus Abb. 4.2 in Ermangelung
einer mo¨glichen Vierpunktcharakterisierung fu¨r die einzelnen Elektronensysteme experimen-
tell nicht bestimmbar. Die Leitwertkurven aus Abb. 4.8 weisen jedoch im Vergleich zu [Yan04,
Fig. 1(a)] breitere Leitwertspitzen und im Verha¨ltnis gro¨ßere Minimalwerte in G(ν) auf, wor-
aus geschlossen werden kann, daß in den Proben dieser Arbeit ein gro¨ßeres Ausmaß an Un-
ordnung vorliegt. Dies erkla¨rt zumindest pha¨nomenologisch, weshalb es hier im Gegensatz
zum Experiment von Kang et al. nicht mo¨glich ist, die spinaufgespaltenen Landau-Ba¨nder
bei der Messung des Tunnelstroms aufzulo¨sen.
4.7.1(c) Distanz der Leitwertspitzen
Abbildung 4.15 stellt einen direkten Vergleich zwischen den Positionen der Leitwertspitzen
aus Abb. 4.8 und dem Ergebnis von Kang et al. her. Unabha¨ngig von den Werten der zugrunde
gelegten Elektronendichten folgt aus dieser Auftragung, daß die Leitwertspitzen auf der Skala
des Fu¨llfaktors a¨quidistant sind. Damit wird ein Teil des Ergebnisses aus Abschnitt 3.1.4
experimentell besta¨tigt. Unter Vergabe einer Nummer fu¨r die Leitwertmaxima ko¨nnen fu¨r
die Datenpunkte folgende empirische Formeln aufgestellt werden:
Habl: ν(Gmax) = (2,23± 0,03) + (2,02± 0,01) ·m/2, (4.21a)
[Yan04]: ν(Gmax) = (1,43± 0,03) + (1,367± 0,006) ·m. (4.21b)
Die Fehlergrenzen zeigen, daß sich die statistische Streuung fu¨r Distanz ∆ν aufeinander-
folgender Leitwertspitzen in beiden Fa¨llen auf weniger als 0,5 % bela¨uft. Die Tatsache, daß
die Distanz bei den Proben dieser Arbeit genau ∆ν = 2,02 betra¨gt, ist der Methode aus
Abschnitt 4.4 zuzuschreiben, mit der unter Verwendung gerade dieses Wertes die Elektronen-
dichte bestimmt wurde.22 U¨berraschend ist jedoch, daß in (4.21b) der Maximumsabstand
∆ν = 1,37 so stark von einer ganzen Zahl und insbesondere dem Wert ∆ν ≃ 1 abweicht, der
fu¨r eine spinaufgelo¨ste Messung zu erwarten wa¨re.
Das Auftreten einer stark unterschiedlichen Periodenla¨nge fu¨r die Shubnikov-de Haas-
(∆ν = 1 und ∆ν = 2) und die Landau-Oszillationen (∆ν = 1,37), vgl. Tab. 4.1, wird in
[Yan04] nicht konkret erkla¨rt. Die Autoren weisen jedoch auf unkompensierte Ladungstra¨ger
unterhalb der Barriere hin, die fu¨r eine Anhebung der Energieniveaus im Kopplungsbereich
22Dieser Punkt wird in Abschnitt 4.7.2 noch eingehend diskutiert.
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Abb. 4.15. Position der Leitwertspitzen auf
der Skala des Fu¨llfaktors. Datenpunkte mit
dem Symbol ¤ stammen aus Abb. 4.8 von
der Kurve mit Ug = 0,5 V bzw. n¤ = 1,89 ·
1011 cm−2. Die durch © repra¨sentierten Wer-
te sind dem Graphen Fig. 1(a) in [Yan04]
entnommen, siehe auch Tab. 4.1. An bei-
de Datensa¨tze wurde mittels Ausgleichsrech-
nung eine Gerade angepaßt. Die entsprechen-
den Koeffizienten finden sich in den Gleichun-
gen (4.21).
beider 2DESe verantwortlich sind. Hierzu ist zu bemerken, daß eine derartige Ladungsver-
schiebung im wesentlichen von der Sta¨rke des Magnetfelds unabha¨ngig ist. Deshalb werden
alle Energielu¨cken bzw. Leitwertspitzen um etwa denselben Betrag verschoben, was insbe-
sondere bedeutet, daß ihr Abstand ∆ε bzw. ∆ν dabei nahezu unvera¨ndert bleibt. In der Tat
wurde in Abschnitt 2.4.1 fu¨r eine Anhebung der effektiven Barrierenho¨he v = V0/ℏωc gezeigt,
daß bei schwach gekoppelten Elektronensystemen sich die Positionen der Bandlu¨cken nur um
Betra¨ge ≪ 1 a¨ndern. Anschaulich erkennt man diesen Effekt auch anhand von Abb. 2.6a, in
der gezeigt wird, daß die Bandstruktur fu¨r V0 = 268 meV nur wenig von derjenigen gleicher
Breite, aber unendlicher Ho¨he abweicht. Folglich wu¨rde die in [Yan04] angefu¨hrte A¨nderung
des Leitungsbandverlaufs nur eine geringfu¨gige, kollektive Anhebung aller Bandlu¨cken be-
wirken, nicht jedoch die starke Vergro¨ßerung ihres Abstandes von ∆ν ≃ 1 auf ∆ν = 1,37
erkla¨ren. Die starke Dephasierung zwischen der energetischen Lage der Bandlu¨cken (Ener-
gielu¨cke zwischen dem εnk- und ε(n+1)k-Band) und den Volumenzusta¨nden (Energie εnk = n)
widerspricht also sowohl den theoretischen als auch experimentellen Ergebnissen dieser Arbeit
und bleibt als eine ungekla¨rte Frage bestehen.
4.7.2 Magnetfeldabha¨ngige Anhebung der Bandlu¨cken
Die Landau-Bandstrukturen aus den Kapiteln 1 und 2 a¨ndern, sofern sie in Einheiten der
magnetischen La¨nge und der Zyklotron-Energie aufgetragen sind, ihre Form unter einer Va-
riation des Magnetfelds nur wenig, und zwar selbst fu¨r A¨nderungen des Fu¨llfaktors in der
Gro¨ßenordnung von ∆ν = 1. Wa¨hrend die Landau-Dispersion an einer unendlich hohen Bar-
riere bezu¨glich des Magnetfelds invariant ist (Abschnitt 1.4), werden die Landau-Bandlu¨cken
im Bereich einer Tunnelbarriere, die zwei schwach gekoppelte Elektronensysteme trennt, um
einen Betrag von etwa ∆εB/∆B ≈ (1/50) ℏωc/1 T angehoben (Abschnitt 2.4). Eine Untersu-
chung dieses kleinen Effekts ist nur mo¨glich, wenn ein und dieselbe Bandlu¨cke bei verschie-
denen Magnetfeldsta¨rken spektroskopiert werden kann. Die idealen Voraussetzungen hierfu¨r
bietet die Steuerelektrode, mit der in dieser Arbeit anstelle einer Modulationsdotierung (Ab-
schnitt 4.3) die Elektronenfilme an der Spaltfla¨che induziert werden. Der Effekt der Anhebung
der Landau-Bandlu¨cken ist am einfachsten zuga¨nglich, wenn die Landau-Oszillationen fu¨r ver-
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Abb. 4.16. Verschiebung der Leitwert-
spitzen. Fu¨r einen festen Basisfu¨llfaktor ν0
nimmt das Magnetfeld von links nach rechts
zu. Die Werte fu¨r ν(Gmax) entstammen den
Leitwertkurven aus Abb. 4.8. Fu¨r die Da-
tenpunkte mit ν0 = 4 sind die Fehlergrenzen
gema¨ß (4.22) angetragen. Die vertikale Dif-
ferenz zweier Datenpunkte wird mit ∆νexpB
bezeichnet und erfu¨llt die Gleichung (4.23).
schiedene Elektronendichten aufgezeichnet werden, um dann die Position der Leitwertspitzen
auf der Skala des Fu¨llfaktors zu analysieren.
Bereits aus der Auftragung von Abb. 4.8 erkennt man, daß die Position der Leitwertspitzen
von der Sta¨rke des Magnetfelds abha¨ngig ist. Mit steigender Elektronendichte verschieben sich
die Leitwertspitzen anfa¨nglich in Richtung ho¨herer Fu¨llfaktoren. Fu¨r Ug > 0,7 V erfolgt wieder
eine Verschiebung zu kleineren Werten hin. Jedem Leitwertmaximum kann ein Basisfu¨llfak-
tor ν0 = 2, 4, 6, . . . zugewiesen werden. Die Differenz zwischen der Maximumsposition und
dieser Kenngro¨ße wird in Abb. 4.16 in Abha¨ngigkeit der Elektronendichte bzw. der Steuer-
spannung dargestellt. In diesem Graphen nimmt bei festem ν0 die magnetische Flußdichte B
von links nach rechts zu, denn um das Fermi-Niveau in derselben Bandlu¨cke zu halten, muß
eine ansteigende Elektronendichte mit einer erho¨hten Besetzungszahl s = eB/h (Gl. 1.34)
kompensiert werden. Wie der graphische Vergleich der einzelnen Kurven in Abb. 4.16 zeigt,
entwickeln sich alle Leitwertspitzen in a¨hnlicher Weise. Tabelle 4.2 gibt eine U¨bersicht zu den
experimentell und theoretisch bestimmten Eigenschaften einer repra¨sentativ herausgegriffe-
nen Leitwertspitze.
Die bei niedrigen Elektronendichten auftretende Zunahme von ν(Gmax)− ν0 (Abb. 4.16)
ru¨hrt vom Anstieg der energetischen Lage der Landau-Bandlu¨cken her, welcher in den Ab-
schnitten 2.4.1 und 3.1.4 diskutiert und in Abb. 2.6b illustriert wurde. Der weiter unten
stattfindende zahlenma¨ßige Vergleich zwischen experimentellen Daten und der Bandstruktur
beschra¨nkt sich auf Steuerspannungen mit Ug ≤ 0,5 V. Unter dieser Vorgabe kann eine Verzer-
rung der Meßergebnisse aufgrund einer zu großen internen Vorspannung Vbias ausgeschlossen
werden, da der Versatz beider Elektronensysteme fu¨r Ug ≤ 0,5 V mit eVbias/ℏωc < 5 · 10−3
(Abb. 4.7) vernachla¨ssigbar klein ist.
4.7.2(a) Interne Vorspannung
Die Positionen der Leitwertspitzen steigen bis Ug = 0,7 V monoton an. Fu¨r gro¨ßere Steuer-
spannungen wird der magnetfeldabha¨ngige Anstieg von einem anderen Effekt u¨berkompen-
siert, der nicht mit dem Magnetfeld korreliert ist. Das Absinken der Maximumspositionen ist
eine Folge der internen Vorspannung Vbias, die sich zwischen beiden Elektronensystemen auf-
grund des Leckstroms Igate aus der Steuerelektrode aufbaut (Abschnitt 4.4). In Abschnitt 2.5
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wurde anhand von Abb. 2.10b festgestellt, daß die Bandlu¨cken im kathodenseitigen Elek-
tronensystem mit steigender Vorspannung sich in Richtung kleinerer Energien verschieben.
Die korrespondierenden Leitwertspitzen treten deshalb bei kleineren Fu¨llfaktoren auf. Dieser
Effekt wurde erstmals in [Kan00a] mit Hilfe einer extern angelegten Vorspannung nachgewie-
sen. Die Proben dieser Arbeit zeigen ein gleichartiges Verhalten, wenn eine genu¨gend große
interne Vorspannung Vbias anliegt, wie das in Abb. 4.16 fu¨r eine Steuerspannung Ug ≥ 0,7 V
etwa der Fall ist. Nach Abb. 4.7 steigt Vbias im Bereich Ug = 0,7−1,0 V von 1,4 auf 8,5 mV an.
Der energetische Versatz eVbias zwischen beiden Elektronensystemen ist also von der Gro¨ßen-
ordnung der Zyklotron-Energie ℏωc ≈ 1,7 meV · (B/1 T). Die Grenze zwischen steigenden
und fallenden Maximumspositionen ist bei Ug = 0,7 V deshalb so scharf ausgepra¨gt, weil
die Vorspannung mit Ug nahezu exponentiell ansteigt, so daß eine signifikante A¨nderung der
Bandstruktur mit entsprechend beobachtbarer Erniedrigung der Maximumspositionen bei
zunehmender Elektronendichte ziemlich abrupt eintritt.
Es ist nicht mo¨glich, die Verschiebung der Leitwertspitzen ausschließlich in Abha¨ngigkeit
der internen Vorspannung zu untersuchen. Da sich mit Vbias(Ug) gleichzeitig die Elektronen-
dichte a¨ndert, erfordert die Spektroskopie einer bestimmten Leitwertspitze das Nachfu¨hren
des Magnetfelds, wodurch jedoch zusa¨tzlich zu Vbias die Landau-Bandstruktur beeinflußt
wird. Die Verzerrung der Bandstruktur aufgrund von Vbias kann also experimentell nicht un-
abha¨ngig von der magnetfeldabha¨ngigen Vera¨nderung der Maximumspositionen untersucht
werden. Trotz dieser Problematik soll auf einen zahlenma¨ßigen Vergleich mit dem Ergebnis
von Kang et al. nicht verzichtet werden: Im Zuge der Spannungserho¨hung von Ug = 0,7 V
auf 1,0 V fa¨llt die Position der Leitwertspitze mit ν0 = 4 in Abb. 4.16 um den Wert ∆νB = 0,36
ab. Der einhergehende Anstieg der internen Vorspannung von ∆Vbias = 7,1 mV bedeutet bei
einem Magnetfeld von B = 2,5−3,3 T bzw. der mittleren Zyklotron-Energie ℏωc = 5,0 meV
eine Erho¨hung der Potentialdifferenz um ∆(eVbias) = 1,4 ℏωc. Fu¨r eine solche Spannung zwi-
schen beiden Elektronensystemen betra¨gt in [Kan00a, Fig. 2] die Position des ersten Leitwert-
maximums ν = 1,04 anstatt des Wertes ν = 1,35 bei Vbias = 0. Die beobachtete Verschiebung
∆νB = 0,31 ist also von vergleichbarer Gro¨ße wie der Abfall der Maximumspositionen in
Abb. 4.16.
Tab. 4.2. Vergleich zwischen der Position ν(Gmax) der Leitwertspitze mit dem Basisfu¨llfak-
tor ν0 = 4 (Abb. 4.16) und der korrespondierenden Bandlu¨cke, die das ε1k- und ε2k-Band
trennt (Abb. 2.6b). Die Ober- (ε▽2 ) und Untergrenzen (ε
△
1 ) der Energielu¨cke wurden mit
Bandstrukturrechnungen fu¨r das jeweilige Magnetfeld B bestimmt.
Ug[V] n¤ [10
11 cm−2] B [T] ν(Gmax) ε
△
1 ε
▽
2
0,4 1,16 1,15 4,13 2,062 2,072
0,5 1,89 1,84 4,24 2,078 2,091
0,6 2,49 2,25 4,58 2,086 2,100
0,7 2,95 2,56 4,77 2,092 2,107
0,8 3,18 2,84 4,63 2,097 2,113
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4.7.2(b) Fehlerbetrachtung
Weiter unten werden quantitative Aussagen u¨ber den Anstieg der Maximumspositionen ge-
troffen. Um deren Tragfa¨higkeit einscha¨tzen zu ko¨nnen, ist die Kenntnis der Meßwertunsi-
cherheiten erforderlich. Zuna¨chst wird hierzu die Fehlerspanne fu¨r die Elektronendichte be-
stimmt, die in Abb. 4.16 auf der Abszisse angetragen ist und die auch in die Berechnung von
ν(Gmax) eingeht. Der Bestimmung von n¤ in Abschnitt 4.4 liegt die Gro¨ße ∆(1/B) zugrunde,
also der mittlere Abstand der Extrema von Leitwertkurven, die gegen das reziproke Magnet-
feld aufgetragen sind. Wenn fu¨r ∆(1/B) die Maxima von R(B), die weder durch Stauchung
(Abschnitt 4.6.1) noch durch eine Kurvenschulter (Abschnitt 4.7.1) gesto¨rt sind, verwendet
werden, betra¨gt die Standardabweichung des statistischen Fehlers – abha¨ngig von der jeweili-
gen Leitwertkurve – etwa 1 %. Dieser relative Fehler pflanzt sich gema¨ß (4.6) in gleicher Ho¨he
in die Elektronendichte fort. Auf das Einzeichnen entsprechender horizontaler Fehlerbalken
wurde in Abb. 4.16 jedoch verzichtet, da die Unsicherheit zu gering ist, als daß sie fu¨r die
Analyse der Maximumspositionen von Relevanz wa¨re.
Die Position ν einer Leitwertspitze ist durch die Definition (1.35) des Fu¨llfaktors gegeben,
so daß fu¨r ihren relativen Fehler
∆ν
ν
=
∆n¤
n¤
+
∆B
B
(4.22)
gilt. Bei einer Beschra¨nkung auf Leitwertspitzen ohne Stauchung, kann deren Position bis auf
∆B ≤ 20 mT genau bestimmt werden. Da die Leitwertmaxima aufgrund ihrer a¨quidistanten
Verteilung auf der reziproken Magnetfeldskala bei kleinen Feldsta¨rken mit erho¨hter Dichte
auftreten, wird als mittlere Bezugsgro¨ße fu¨r ∆B mit B = 2 T ein eher kleiner Wert angesetzt.
Damit gilt ∆B/B = 1 % fu¨r den relativen Fehler der Maximumspositionen auf der Skala des
Magnetfelds. Der Gesamtfehler (4.22) hat dann im Mittel den Wert ∆ν/ν = 2 %. Die indi-
viduelle Fehlerspanne der Meßwerte fu¨r ν0 = 4 ist in Abb. 4.16 durch vertikale Fehlerbalken
dargestellt. Fu¨r die u¨brigen Basisfu¨llfaktoren ist die Unsicherheit kleiner (ν0 = 2) bzw. gro¨ßer
(ν0 > 4), wobei auf die zugeho¨rigen Fehlerbalken zur Wahrung der U¨bersichtlichkeit verzich-
tet wird. Die Betrachtung der Fehlergrenzen in Abb. 4.16 zeigt, daß die Unsicherheit ∆ν zwar
vorhanden ist, aber auch nicht den Kurvenverlauf ν(Gmax) in Frage stellt, auf den sich die
bisherigen und weiteren U¨berlegungen stu¨tzen.
4.7.2(c) Anstieg der Maximumspositionen
Die Positionen der Leitwertspitzen verschieben sich bis zu einer Steuerspannung von Ug =
0,7 V in Richtung ho¨herer Fu¨llfaktoren (Abb. 4.16). Die folgenden Betrachtungen beschra¨nken
sich jedoch in der Hauptsache auf den Bereich Ug ≤ 0,5 V. Solchermaßen kann ausgeschlossen
werden, daß infolge einer zu hohen internen Vorspannung die Bandstruktur wie in Abb. 2.10b
verzerrt wird. Im Anfangsbereich der Steuerspannung sind die Maximumspositionen also
allein durch die Magnetfeldabha¨ngigkeit der Landau-Bandstruktur bestimmt. Das Verhalten
der Leitwertspitze mit dem Basisfu¨llfaktor ν0 = 2 a¨hnelt sehr stark dem der Spitzen mit
ho¨herem Fu¨llfaktor (Abb. 4.16). Weil die Stauchung dieser Leitwertspitze (Abb. 4.10a) die
Ablesbarkeit ihrer Position erschwert, unterbleibt jedoch eine quantitative Analyse des Falles
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ν0 = 2. Stattdessen wird stellvertretend fu¨r alle anderen Basisfu¨llfaktoren die Entwicklung
der ν0 = 4 Leitwertspitze im Detail betrachtet, die zu der Energielu¨cke zwischen den ε1k- und
ε2k-Ba¨ndern korrespondiert (Abb. 2.6b). Diese Bandlu¨cke tritt zweimal auf (Abb. 2.6a), und
zwar aus Symmetriegru¨nden in identischer Breite bei entgegengesetzter Kreiswellenzahl.
Tabelle 4.2 stellt die Positionen der ν0 = 4 Leitwertspitze dem Resultat entsprechender
Bandstrukturrechnungen gegenu¨ber. Die maßgebliche Bandlu¨cke kann wahlweise durch die
Grenzen ihrer Ausdehnung [ε△1 ; ε
▽
2 ] oder ihre Position (ε
△
1 + ε
▽
2 )/2 und Breite (ε
▽
2 − ε△1 ) cha-
rakterisiert werden. Bei einer Erho¨hung der Steuerspannung von Ug = 0,4 V auf 0,5 V ist ein
Anstieg des Magnetfelds von B = 1,15 T auf 1,84 T erforderlich, um die ho¨here Elektronen-
dichte zu kompensieren und das Fermi-Niveau in der ε1k/ε2k-Bandlu¨cke zu halten. Dieser Zu-
sammenhang ist gleichbedeutend mit der Verschiebung der Leitwertspitze um ∆νexpB = 0,11
(Tab. 4.2). Entsprechende Bandstrukturrechnungen ergeben, daß das sta¨rkere Magnetfeld
dazu fu¨hrt, daß der Mittelpunkt (ε△1 + ε
▽
2 )/2 der Landau-Bandlu¨cke um ∆εB = 0,018 an-
steigt (Tab. 4.2). Die Umrechnung dieser Energieverschiebung auf die Skala des Fu¨llfaktors
(Gl. 3.1) fu¨hrt zum doppelten Wert ∆νtheoB = 0,036. Mit einem anderen Datensatz, der in
Abb. 4.10a dargestellt ist und bei dem die Amplitude des Magnetfelds aufgrund abweichen-
der experimenteller Bedingungen leicht verschoben ist, erha¨lt man den Anstieg ∆νexpB = 0,06
anstatt von 2∆εtheoB = 0,026. Bevor konkrete Schlu¨sse aus dem Vergleich zwischen ∆ν
theo
B
und ∆νexpB gezogen werden, ist es geboten, den Einfluß von Meßfehlern auf die Verschiebung
der Leitwertspitzen zu betrachten.
4.7.2(d) Signifikanz der Beobachtung
Selbst wenn in Abb. 4.16 die volle Fehlerspanne fu¨r zwei herausgegriffene Datenpunkte in
entgegengesetzter Richtung ausgescho¨pft wird, kann eindeutig auf einen Anstieg der Maxi-
mumspositionen geschlossen werden. Dies gilt zumal dann, wenn man ho¨here Steuerspannun-
gen als Ug = 0,5 V betrachtet und dabei beru¨cksichtigt, daß eine endliche interne Vorspannung
auf ∆νexpB kompensierend und nicht versta¨rkend wirkt. Aus Sicht der Meßungenauigkeiten
besteht also kein Zweifel daran, daß der rechnerisch vorhergesagte Anstieg der Bandlu¨cken
im Experiment zumindest qualitativ nachgewiesen ist.
Neben der Bedeutung der Meßfehler ist noch die Tatsache zu untersuchen, daß die Auf-
tragung in Abb. 4.16 hinsichtlich n¤ und ν(n¤ , B) von dem Teilergebnis (4.6) der Theorie
abha¨ngt, die es mit dem Experiment zu besta¨tigen gilt. In Abschnitt 3.1.4 wurde bei der Fra-
ge nach der A¨quidistanz der Landau-Bandlu¨cken bereits mit dem Nachweis begonnen, daß
diese Verschra¨nkung keinen grundsa¨tzlichen Zielkonflikt darstellt. Die U¨berlegungen ko¨nnen
nun unter Verwendung von experimentellen Ergebnissen fortgefu¨hrt werden. Wenn ∆ε der
Abstand aufeinanderfolgender Landau-Bandlu¨cken ist, berechnet sich der Anstieg einer Leit-
wertspitze bei der Erho¨hung des Magnetfelds von B1 auf B2 nach (Gln. 1.35 und 4.6)
∆νexpB = ν2 − ν1 = 2∆ε
(
1
∆(1/B)2B2
− 1
∆(1/B)1B1
)
. (4.23)
Die Gu¨ltigkeit dieser Beziehung beruht auf dem Umstand, daß die Leitwertspitzen kollektiv
gegenu¨ber ganzzahligen Fu¨llfaktoren verschoben sind. Diese Eigenschaft und die damit im-
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plizierte A¨quidistanz der Leitwertspitzen wird durch Abb. 4.15 sowohl mit den Daten von
Kang et al. als auch mit denen dieser Arbeit experimentell besta¨tigt. Selbst wenn die anhand
von Bandstrukturrechnungen in Abschnitt 3.1.4 bestimmte und mit (4.4) auf den Mittel-
wert ∆ε = 1,01 festgelegte Energiedifferenz deutlich von der Realita¨t abweichen sollte,23
wu¨rde dies nichts an der Tatsache a¨ndern, daß Gleichung (4.23) einen signifikanten magnet-
feldabha¨ngigen Anstieg der Leitwertspitzen ergibt.
Etwas schwieriger zu beurteilen als eine A¨nderung von ∆ε ist die Auswirkung der geringen
Magnetfeldabha¨ngigkeit, die in dieser Gro¨ße beinhaltet ist. Der Zusammenhang zwischen ∆ε
und B wurde in Abschnitt 3.1.4 besprochen, fand bisher jedoch noch keine Beru¨cksichtigung.
Die empirischen Gleichungen (3.5) besagen, daß der Abstand ∆ε zwischen zwei Bandlu¨cken
bei der Magnetfelderho¨hung 1,84 T → 2,84 T von 1,007 auf 1,009 ansteigt. Die Extrapolation
auf den ersten Datensatz von Tab. 4.2 ergibt ∆ε = 1,0056 fu¨r B = 1,15 T. Um den Einfluß
der feldabha¨ngigen Vera¨nderung von ∆ε abzuscha¨tzen, ist statt (4.23) die pra¨zisierte Formel
∆νexpB = 2
(
∆ε2
∆(1/B)2B2
− ∆ε1
∆(1/B)1B1
)
. (4.24)
zu verwenden. Wa¨hrend ∆ε in (4.23) ein Mittelwert fu¨r alle Steuerspannungen ist, wird
mit den Parametern ∆εi der Tatsache Rechnung getragen, daß mit steigender Steuerspan-
nung alle Leitwertspitzen in Richtung ho¨herer Magnetfelder verschoben werden,24 wodurch
sich gema¨ß (3.5) auch der Abstand der Bandlu¨cken auf der Skala der Zyklotron-Energie ge-
ringfu¨gig vergro¨ßert. An Stelle des Resultats ∆νexpB = 0,1101 der Gleichung (4.23) erha¨lt
man mit (4.24) fu¨r ∆ε1 = 1,0056 und ∆ε2 = 1,007 eine Verschiebung um ∆ν
exp
B = 0,1155.
Die Beru¨cksichtigung der Magnetfeldabha¨ngigkeit von ∆ε fu¨hrt also zu einer sehr kleinen
Erho¨hung von ∆νexpB . Das Vernachla¨ssigen der feldabha¨ngigen Komponente von ∆ε in Glei-
chung (4.23) scheidet folglich als eine mo¨gliche Ursache fu¨r einen Anstieg der Leitwertspitzen
aus. Es ist vielmehr so, daß der in Abb. 4.16 sichtbare Anstieg aufgrund der Verwendung
von (4.23) sogar noch etwas niedriger (fu¨r die Beispieldaten von oben: etwa 5 %) ist, als das
bei Beru¨cksichtigung der geringen feldabha¨ngigen Zunahme von ∆ε der Fall wa¨re.
4.7.2(e) Fazit
Trotz der nicht geringen Meßfehler und des komplexen Zusammenhangs zwischen Maxi-
mumspositionen, Elektronendichte und der Verteilung der Landau-Bandlu¨cken auf der Ener-
gieskala ist es im Rahmen der bis dato entwickelten Theorie mo¨glich, in Abb. 4.16 sowohl
23Fu¨r eine mo¨gliche Bezifferung einer solchen Abweichung wird auf den Abstand ∆ν = 1,37 der Leitwert-
spitzen in der Arbeit von Kang et al. verwiesen. Dieser Wert la¨ßt sich nicht mit den in Kapitel 2 berechneten
Bandstrukturen in Einklang bringen (Abschnitt 4.7.1). Trotzdem wu¨rde bei einer a¨hnlich großen Abweichung
auf der Energieskala, etwa ∆ε = 1±0,37, ein endlicher Anstieg ∆νexpB gema¨ß (4.23) nur skaliert werden, jedoch
nicht verschwinden.
24Diese Verschiebung ist eine Folge davon, daß die vermehrte Elektronendichte durch eine ho¨here Beset-
zungszahl s (Gl. 1.34) kompensiert werden muß. Sie tritt also unabha¨ngig von einer etwaigen Verschiebung der
Leitwertspitzen auf der Skala des Fu¨llfaktors auf. Es wird darauf hingewiesen, daß auch Gleichung (4.24) noch
eine Na¨herung beinhaltet: Sie verwendet na¨mlich ∆(1/B)i, also den mittleren Abstand der Bandlu¨cken bei
fester Elektronendichte. Eine absolut na¨herungsfreie Bestimmung von ∆νexpB wa¨re nur mit einer Probenstruk-
tur mo¨glich, die eine Messung der Elektronendichte vo¨llig unabha¨ngig vom Geschehen an der Tunnelbarriere
erlaubt.
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den Anstieg der Maximumspositionen als auch den folgenden Abfall nachzuvollziehen. Deut-
lich kann zwischen der feldabha¨ngigen kollektiven Verschiebung aller Bandlu¨cken und der
wesentlich schwa¨cheren Feldabha¨ngigkeit ihres Abstands ∆ε unterschieden werden. Letzte-
rer Effekt ist zu vernachla¨ssigen, wie der Vergleich zwischen (4.23) und (4.24) zeigt. Die
mit dem Magnetfeld sta¨rker werdende gleichzeitige Anhebung aller Bandlu¨cken kann im
Experiment bis Ug = 0,7 V in Form eines Anstiegs der Position der Leitwertspitzen auf
der Skala des Fu¨llfaktors beobachtet werden. Fu¨r die Leitwertspitze mit dem Basisfu¨llfak-
tor ν0 = 4 betra¨gt das Verha¨ltnis zwischen experimentell und theoretisch bestimmter Ver-
schiebung ∆νexpB /∆ν
theo
B = 2,7 ± 0,4. Der Grund fu¨r den merklichen Unterschied zwischen
erwarteter und tatsa¨chlicher Verschiebung der Maximumspositionen ist noch ungekla¨rt. Als
Ursache kommt vor allem die bisher nicht beru¨cksichtigte Coulomb-Wechselwirkung der ge-
genu¨berliegenden Randkana¨le in Frage, die mit abnehmender magnetischer La¨nge an Sta¨rke
gewinnt.25 Der fu¨r Ug > 0,7 V auftretende Abfall der Maximumspositionen wird auf die
interne Vorspannung zuru¨ckgefu¨hrt, die aufgrund ihres nahezu exponentiellen Anstiegs ab
diesem Schwellenwert eine energetische Verschiebung der gekoppelten Elektronensysteme in
der Gro¨ßenordnung der Zyklotron-Energie bewirkt.
25Vgl. Abschnitt 3.1.3. Die dort diskutierten Arbeiten [Mit01, Kol02] behandeln nur die Breite, nicht jedoch
die absolute Position der Landau-Bandlu¨cken.
Kapitel 5
Halbleitertechnologische Aspekte
Im letzten Kapitel werden Aspekte der Probenherstellung diskutiert, fu¨r die besondere Unter-
suchungen und Optimierungen notwendig waren, um die Ausbeute und Reproduzierbarkeit
des aufwendigen CEO-Prozesses zu erho¨hen. Aufgrund der zusa¨tzlichen Gestaltungsmo¨g-
lichkeiten, die die Methode des U¨berwachsens von Spaltfla¨chen bietet, kann ha¨ufig auf eine
photolithographische Strukturierung der Proben verzichtet werden. So auch in dieser Arbeit,
wobei allerdings eine A¨tzstufe zur Freilegung des Ru¨ckkontakts mit den einfachen Mitteln
eines Chemielabors hergestellt wurde. Neben dem Erreichen pra¨ziser A¨tztiefen widmet sich
dieses Kapitel der Entstehung und Reduzierung von ovalen Defekten sowie der Eichung der
Volumendotierung mit Silizium. Zum Abschluß wird kurz auf die Anbringung hochwertiger
Initialritze fu¨r die CEO-Methode eingegangen.
5.1 Ovale Defekte
Seit Anfang der 80er Jahre ist die Molekularstrahlepitaxie (MBE) als routinema¨ßige Her-
stellungsmethode von GaAs/AlGaAs-Heterostrukturen etabliert. Seitdem wird beim (001)-
Wachstum auch die Bildung und Vermeidung von sog. ovalen Defekten diskutiert. Die Epita-
xieschichten im AlGaAs-Materialsystem ko¨nnen heute mit einer Reinheit und kristallinen
Qualita¨t hergestellt werden, die bei anderen Halbleiterverbindungen bei weitem nicht zu
erreichen sind. Trotzdem sind die makroskopischen (Gro¨ßenordnung: 1µm) ovalen Defekte
noch ein allgemein gegenwa¨rtiges Problem. Dabei ist bemerkenswert, daß gerade nicht die-
se augenfa¨lligen Kristallfehler, sondern vor allem andere Faktoren wie etwa der Einbau von
Fremdatomen limitierend auf die Beweglichkeit zweidimensionaler Elektronensysteme wir-
ken. Zur Steigerung der Beweglichkeit werden sogar Wachstumsmodi gewa¨hlt, die mit einer
ho¨heren Dichte an ovalen Defekten einhergehen. Letztere sind allerdings sehr sto¨rend, wenn
eine photolithographische Strukturierung auf kleinen Skalen erforderlich ist. Dies ist einer
der Gru¨nde, weshalb bei der industriellen Fertigung meist auf die metallorganische Gas-
phasenepitaxie (engl. metal organic chemical vapor deposition, MOCVD) ausgewichen wird.
Die ovalen Defekte stellen auch einen potentiellen Sto¨rfaktor dar, wenn anstatt des lateralen
Stromflusses in einem (001)-2DES ein vertikaler Transport wie in den CEO-Strukturen dieser
Arbeit stattfindet (Abschnitt 4.1). Deshalb wurden sowohl die Defekte an sich als auch die
Mo¨glichkeiten zu ihrer Reduzierung untersucht.
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Abb. 5.1. (a) Lichtmikroskopische Aufnahme des Wafers D031119A bei 50-facher Vergro¨ße-
rung. Der Pfeil zeigt auf ein Galliumtro¨pfchen. Die gestrichelte Linie verla¨uft parallel zu der
Spur, die zu diesem Tro¨pfchen fu¨hrt. Weiter unten ist noch eine weitere, parallel verlaufende
Spur zu erkennen. (b) Skizze zur Abscha¨tzung der Anzahl von ovalen Defekten, die im Mittel
von einem Spalt der La¨nge L angeschnitten werden.
5.1.1 Morphologie
Ovale Defekte lassen sich, wenn sie in hoher Dichte auftreten, bereits mit bloßem Auge auf-
grund der vera¨nderten Reflexionseigenschaften der Kristallscheibe erkennen. Das Ausza¨hlen
der Defekte geschieht am zweckma¨ßigsten an lichtmikroskopischen Bildern der Vergro¨ße-
rung 5 × 10 (Objektiv × Okular) innerhalb von Fenstern der Gro¨ßenordnung eines Qua-
dratmillimeters. Der in Abb. 5.1a gezeigte Wafer weist ovale Defekte mit einer Dichte von
nod = 40 000 cm
−2 auf. Auf seiner Oberfla¨che befinden sich zudem etwa zehn gro¨ßere Gal-
liumtro¨pfchen pro Quadratzentimeter. Die Tro¨pfchen befinden sich ha¨ufig am Ende einer
feinen Galliumspur und lassen sich deshalb klar als das Ergebnis von Spritzern aus dem
Galliumtiegel (Abschnitt 5.1.2) identifizieren.
Die Anzahl der beim Spaltvorgang zerteilten ovalen Defekte kann anhand der Skizze 5.1b
abgescha¨tzt werden. Die Defekte haben typischerweise eine Ausdehnung von d = 10µm (siehe
weiter unten), wobei ihre La¨ngsachse entlang der [11¯0]-Richtung ausgerichtet ist. Beim Spal-
ten eines Kristallstu¨cks der La¨nge L werden im Mittel Ldnod Defekte angeschnitten. Im Fall
von Abb. 5.1a ha¨tte man somit dnod = 4 mm
−1 Defekte pro La¨nge der Spaltfla¨che. Bei dieser
Dichte ist es nicht einfach, einen defektfreien Streifen der Breite 0,5 mm aus einem CEO-Stu¨ck
zu gewinnen. Neben der ungu¨nstigen Statistik ist vor allem die Tatsache problematisch, daß
wegen der lateralen Auflo¨sung des Lichtmikroskops von ∼0,25µm bei der Begutachtung der
Spaltfla¨che niedrige oder an ihren Flanken gespaltene ovale Defekte nicht zu entdecken sind.
Weiterhin bereitet das begrenzte Sichtfeld von Mikroskopen Schwierigkeiten bei der genauen
Lokalisierung eines ovalen Defekts. Um herauszufinden, welchen Einfluß die Defekte an der
Spaltfla¨che und/oder auf dem Rest eines CEO-Stu¨cks auf die elektronischen Eigenschaften
einer Probe tatsa¨chlich haben, ist eine systematische Untersuchung mit unterschiedlichen
Parametern fu¨r den ersten Wachstumsschritt erforderlich. Wegen des entsprechend hohen
Aufwandes und der ohnehin großen Streuung der Qualita¨t von fertig prozessierten Proben
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Abb. 5.2. Ovale Defekte auf der Probe D031119A in 1000-facher Vergro¨ßerung im Nomarski-
Modus. Die Skizzen verdeutlichen jeweils Umrisse und Kanten der Erhebungen. Die beiden
Defekte vom Typ α2 u¨berlappen hier nur zufa¨llig.
wurde jedoch auf eine solche Studie verzichtet. Stattdessen wurde in Zusammenarbeit mit
Hans-Peter Tranitz und Werner Wegscheider das Ziel verfolgt, die Dichte an ovalen Defekten
zu reduzieren.
Fu¨r alle auftretenden Arten der ovalen Defekte sind in Abb. 5.2 stellvertretend einige
Exemplare herausgegriffen. Die Aufnahmen entstanden mit Nomarski-Mikroskopie. Der mit-
tels Polarisator und Analysator hergestellte Phasenkontrast beruht im Nomarski-Modus nicht
nur auf einer Polarisationsdrehung, die bei Halbleiterschichten eher gering ausfa¨llt, sondern
er gibt vor allem Ho¨heninformation wieder, die aus zwei parallelen und zueinander versetzten
Strahlen unter Einsatz eines Wollaston-Prismas entsteht [Abl04]. Die im folgenden festge-
legte Klassifizierung der ovalen Defekte orientiert sich an derjenigen aus [Fuj87] (vgl. auch
[Baf83] und [Lee88]). Defekte in rein kristalliner Qualita¨t werden mit αi und solche mit einem
makroskopischen und amorphen Kern mit βi gekennzeichnet. Die La¨ngsachse aller Defekte
fa¨llt mit der [11¯0]-Richtung des Kristalls zusammen und ihre La¨nge variiert zwischen 8 und
25µm, wobei die Dicke der Epitaxieschichten 3µm betra¨gt.
Als Ursachen fu¨r die Entstehung von ovalen Defekten wurden in der Vergangenheit
hauptsa¨chlich das Galliumoxid, das in der Schmelze mo¨glicherweise vorhanden ist, und die
Kontamination der Substratoberfla¨che mit Kohlenstoff oder Galliumtro¨pfchen angefu¨hrt. Bei
den Tro¨pfchen wiederum stand die Anlagerung von metallischem Gallium an Nukleationszen-
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tren [Pet84] sowie die Entstehung durch Galliumspritzer aus der Effusionszelle [Tak91] zur
Debatte. Letzterer Effekt spielt mittlerweile eine zentrale Rolle in der Diskussion u¨ber ovale
Defekte, und er wird auch in dieser Arbeit als der entscheidende Faktor in der Regensburger
Hochbeweglichkeitskammer angesehen, in der Kontaminationseffekte praktisch ausgeschlos-
sen werden ko¨nnen.
Der klassische ovale Defekt ist in Abb. 5.2α1 zu sehen. Seine Form weicht von einer El-
lipse insofern ab, als seine Begrenzung zur Linken und Rechten nur schwach bis gar nicht
gekru¨mmt ist. Die Erhebung α1 weist entlang ihrer vertikalen Symmetrieachse einen scharfen
Grat auf, der oben und unten aufspaltet, so daß kleine dreieckige Facetten (besser bei β1 zu
sehen) entstehen. Letztere sind eventuell arsenterminierte {11¯1}-Fla¨chen, deren Wachstum
bei einem U¨berangebot von Gallium bevorzugt sein sollte. Ha¨ufig hat der Grat eine kleine Ver-
tiefung, die wohl in Zusammenhang mit einem Galliumtro¨pfchen steht, das beim Entstehen
dieses Defektes aufgebraucht wurde. Bei (001)-Wachstumsbedingungen hat der Materialfluß
des Arsens (As4) einen etwa 20-fach ho¨heren Partialdruck (engl. beam equivalent pressure,
BEP) als der des Galliums. Aufgrund des starken U¨berangebots an Arsen kommt es unter
einem Galliumtro¨pfchen zu einer erho¨hten Wachstumsrate. A¨hnlich wie beim Gas-Flu¨ssigkeit-
Festko¨rper-Wachstumsmechanismus (engl. vapour-liquid-solid, VLS ) adsorbiert das Arsen auf
dem flu¨ssigen Metall. Hierbei bildet sich an der Oberfla¨che keine GaAs-Kruste, wie das zum
Beispiel bei Galliumtro¨pfchen auf dem Wachstumshalter aus Tantal zu beobachten ist, son-
dern es ist energetisch gu¨nstiger, wenn das Arsen in den darunterliegenden Kristall eingebaut
wird.1 Die Anisotropie der ovalen Defekte kann durch die Oberfla¨chendiffusion von Gallium
bedingt sein, die in der 〈11¯0〉-Richtung sta¨rker ist als entlang von 〈110〉 [Fuj87]. Der rein kri-
stalline Defekt vom Typ α2 zeichnet sich durch seine offenbar geringe Ho¨he und die Welligkeit
des Phasenkontrastes aus, die drei stark abgerundete Grate vermuten la¨ßt. In der Literatur
konnten keine Hinweise auf das Auftreten einer solchen Auspra¨gung gefunden werden.
Von den ovalen Defekten mit Kern, die also der Klasse β zugeho¨ren, sind drei Exem-
plare in Abb. 5.2 dargestellt. Der Typ β1 unterscheidet sich von α1 nur durch einen Kern,
bei dem es sich offenbar um ein unregelma¨ßig geformtes Galliumtro¨pfchen handelt. Dabei ist
unklar, ob dieses von einer du¨nnen GaAs-Kruste u¨berzogen ist, die ein weiteres Wachstum
des ovalen Defektes behindern wu¨rde. Zur Kla¨rung dieser Frage wa¨re eine Untersuchung im
Rasterelektronenmikroskop unter Einsatz eines EDS-Detektors notwendig, um eine ro¨ntgen-
spektroskopische, chemische Analyse (engl. energy dispersive X-ray spectroscopy, EDS oder
EDX ) vornehmen zu ko¨nnen [Lee88, Meh92]. Der Typ β2 ist dadurch gekennzeichnet, daß
sich unter einem Galliumtro¨pfchen gleich zwei sich u¨berlappende ovale Defekte ausbilden.
Er tritt weitaus seltener als β1 auf, wird aber beispielsweise in [Fuj87] erwa¨hnt. Wie aus
Abb. 5.3a1 und a2 zu erkennen ist, ließ sich der Kern auf einem β-Defekt mit einem Kup-
ferdraht, der sehr viel weicher als kristallines GaAs ist, mechanisch vera¨ndern. Auch die
wa¨hrend der Prozedur unterhalb des Defekts entstandenen kleinen Galliumtro¨pfchen sind
1In [Baf83] wird berichtet, daß dieser Effekt bei leichtem U¨berschuß an Gallium (als Materialfluß) zum
Wachstum von Nadeln anstatt von ovalen Defekten fu¨hrt. Gezielte Herstellung von Nanodra¨hten ist unter
Verwendung von Goldpartikeln mo¨glich [Sam04, Wac06].
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Abb. 5.3. Zum Nachweis von Galliumtro¨pfchen auf β-Defekten. Die Nomarski-Aufnahmen
in 1000-facher Vergro¨ßerung stammen von der Probe D031119A. Das La¨ngenmaß in (b2) gilt
fu¨r alle Teilbilder. (a) Defekt vor (a1) und nach (a2) der mechanischen Manipulation mit
einem feinen Kupferdraht. (b) Ein Defekt, dessen unterer Teil weggespalten wurde (b1). Im
Querschnitt (b2) erscheint er als Erhebung ohne jede makroskopische Kristallsto¨rung. Bei
Verschiebung der Fokalebene nach hinten (b3) wird das metallisch gla¨nzende Galliumtro¨pf-
chen sichtbar. (c) Ein anderer, mittig gespaltener Defekt. Die La¨ngenangaben beziehen sich
auf seine Ho¨he und die Dicke der epitaktisch gewachsenen Schichten.
ein weiterer Hinweis auf das Material des Kerns. Der gespaltene β-Defekt aus Abb. 5.3b1
bis b3 la¨ßt eine scharfe Trennung zwischen dem Kern und dem darunterliegenden Defekt
erkennen. Insbesondere wird besta¨tigt, daß der eigentliche ovale Defekt durch epitaktisches
Wachstum zustande kommt. Der Schnitt durch einen anderen Defekt in Abb. 5.3c zeigt, daß
die Ho¨he der Defekte gro¨ßenordnungsma¨ßig die Dicke der gewachsenen Schichten erreichen
kann. In [Fuj87] wird mittels rasterelektronenmikroskopischer Aufnahmen demonstriert, daß
ovale Defekte kein Oberfla¨chenproblem darstellen, sondern mit einer erho¨hten Schichtdicke
der darunterliegenden Lagen einhergehen.
Zusammenfassend kann festgehalten werden, daß die hier dokumentierten Wachstums-
fehler der Kristalloberfla¨che sehr gut mit dem in der Literatur gezeichneten Bild der ovalen
Defekte u¨bereinstimmen. Die β-Defekte sind von einem Galliumtro¨pfchen bedeckt, das eine
erho¨hte Wachstumsrate bewirkt. Der β-Typ wird hier also als Vorla¨ufer von ovalen Defekten
des Typs α angesehen, bei denen das metallische Gallium wa¨hrend des Wachstums vollsta¨ndig
aufgezehrt wurde. Die Entstehungsursache der Galliumtro¨pfchen wird im folgenden Abschnitt
diskutiert.
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5.1.2 Einfluß der Effusionszelle
Die beiden in der MBE-Anlage installierten Tiegel zur Effusion von Gallium liegen in zwei un-
terschiedlichen, in Abb. 5.4 dargestellten Ausfu¨hrungen vor. Ohne den Einsatz der jeweiligen
oberen Heizung ergibt die Standardquelle eine niedrigere Defektdichte als die SUMO-Zelle.
Letztere zeichnet sich durch einen besonders kleinen O¨ffnungsquerschnitt und eine zylin-
drische Grundform aus, die einen radialsymmetrischen Fluß bei geringer Abha¨ngigkeit vom
Fu¨llstand ermo¨glichen. Im Rahmen dieser Arbeit wurde nur das Verhalten der SUMO-Zelle
systematisch untersucht, da diese bauartbedingt bei richtiger Beheizung beider Filamente
die geringste Defektdichte ergibt. Bei einer Zelle, die u¨ber ihre gesamte La¨nge gleichma¨ßig
beheizt wird, ist die O¨ffnung aufgrund der erho¨hten Strahlungsverluste deutlich ku¨hler als
der Rest des Tiegels. Das verdampfte Material schla¨gt sich deshalb im Bereich der O¨ffnung
zum Teil nieder, falls diese nicht zusa¨tzlich beheizt wird.
In der Literatur ist es unbestritten, daß die Tro¨pfchen auf der O¨ffnung in Zusammenhang
mit den Galliumspritzern auf dem Substrat stehen. Der zugrundeliegende Mechanismus ist
allerdings nicht vollsta¨ndig gekla¨rt. Eine Mo¨glichkeit, die auch der Hersteller der Zellen unter
Bezug auf [Sch89] bzw. [Woo81] anfu¨hrt, ist das Zuru¨ckgleiten der Tro¨pfchen in die heiße
Schmelze, wobei es aufgrund des absorbierten Arsens und dessen hohen Dampfdrucks zu
heftigem Sieden und Verspritzen von Gallium kommt. Dieser Auffassung ist jedoch entgegen-
zuhalten, daß zumindest in unserer Anlage die Temperatur der Zelleno¨ffnung mit mindestens
872 ◦C (siehe weiter unten) so hoch ist, daß die Niederschlagung von elementarem Arsen
unmo¨glich ist (Sublimation bei 616 ◦C).
In [Tak91] wird das Zuru¨ckfallen der Tro¨pfchen von der Zelleno¨ffnung sogar ausgeschlos-
sen, da das Wachstum eines GaAs-Mantels um die Tro¨pfchen beobachtet wurde, der sich
im Rasterelektronenmikroskop als eine in mehrere Schalen zerbrochene Hu¨lle darstellt. Die
Autoren gehen nicht weiter auf einen mo¨glichen alternativen Entstehungsmechanismus der
Galliumspritzer ein. Wir vermuten, daß die Tro¨pfchen auf der O¨ffnung des Tiegels spontan
”
explodieren“, wobei der Einfluß einer mo¨glichen GaAs-Kruste unklar ist. Bei vollsta¨ndiger
Ummantelung ko¨nnten Temperaturschwankungen zum Beispiel aufgrund der Shutterta¨tigkeit
zu A¨nderungen der Druck- und Spannungsverha¨ltnisse im Tro¨pfchen fu¨hren und so sein Zer-
platzen verursachen. Die SUMO-Zelle bietet den Vorteil, daß ihre kleine O¨ffnung im Vergleich
zum Standardtiegel eine gute Abschirmung vor den im Inneren entstehenden Galliumspritzern
bewirkt.
Die Regensburger III-V-Epitaxieanlage ist unter anderem zur Erreichung ho¨chster Beweg-
lichkeiten konzipiert [Rei06]. Dieses Ziel wird vor allem durch die Minimierung des Einbaus
von Fremdatomen erlangt. Der Partialdruck der Verunreinigungen in der Wachstumskammer
ist – abgesehen von der Dichtheit der Vakuumapparatur – durch die installierte Saugleistung
und die verwendeten Materialien bestimmt. Da die ovalen Defekte in direktem Zusammen-
hang mit der Galliumzelle stehen, kann ihr Entstehen nur durch die Heizleistung der beiden
Filamente beeinflußt werden. Eine erho¨hte Temperatur des PBN-Tiegels und der u¨brigen Tei-
le der Zelle kann zum versta¨rkten Ausgasen von Fremdatomen fu¨hren, so daß bei Maßnahmen
zur Verringerung der Anzahl an ovalen Defekten gleichzeitig die mikroskopische Qualita¨t der
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Abb. 5.4. Schemazeichnungen der beiden Gallium-Effusionszellen in der Hochbeweglichkeits-
kammer. Flu¨ssiges Gallium befindet sich in einem Tiegel aus pyrolytischem Bornitrid (PBN),
der im Falle der Standardzelle kelchfo¨rmig und bei der SUMO®-Zelle flaschenfo¨rmig ausge-
formt ist. Zur Heizung des unteren Teils des Tiegels und dessen O¨ffnung existiert jeweils ein
Tantaldraht-Filament. An den Tiegelwa¨nden sind kondensierte Galliumtro¨pfchen skizziert.
Bei hinreichend hoher Temperatur Ttip der oberen Heizung verschwinden im Bereich der
O¨ffnung diejenigen Tro¨pfchen, die in der Zeichnung durch offene Symbole dargestellt sind.
gewachsenen Schichten u¨berwacht werden muß. Die Fremdatome haben in den hergestellten
Proben eine viel zu geringe Dichte, als daß sie mit spektroskopischen Methoden nachweisbar
wa¨ren. Dahingegen ist die Beweglichkeit (Gl. 1.5) der Leitungsbandelektronen ein sehr emp-
findliches Maß fu¨r die Dichte der Sto¨rstellen, die durch Fremdatome verursacht werden. Um
die Beweglichkeit im intrinsischen Halbleiter messen zu ko¨nnen, wurden bei den Versuchen
zur Verringerung der Defektdichte Strukturen gewachsen, die ein modulationsdotiertes 2DES
entlang einer GaAs/AlGaAs-Grenzfla¨che (engl. modulation-doped single interface, MDSI )
enthalten.
Vor der Durchfu¨hrung zweier Versuchsreihen (Tab. 5.1) wurde einmalig das gesamte auf
der O¨ffnung der SUMO-Zelle befindliche Gallium weggeheizt, welches sich dort im Laufe von
mehreren Monaten angesammelt hatte. Hierzu war die obere Heizung etwa zwo¨lf Stunden bei
ca. 175 Watt in Betrieb, wobei an der O¨ffnung zwischen 1120 und 1140 ◦C vorherrschten. Bei
diesen Temperaturen hat Gallium einen Dampfdruck von 1,3 · 10−2 mbar. Ein Sichtfenster
ermo¨glichte die Beobachtung der Zelleno¨ffnung wa¨hrend des Heizvorgangs.
Als die O¨ffnung tro¨pfchenfrei war, wurde eine erste vierteilige Versuchsreihe (Tab. 5.1,
D040315A bis D040316B) begonnen, die in der sukzessiven Erniedrigung der O¨ffnungstempe-
ratur Ttip bestand. Eine entsprechende Erho¨hung der Leistung der unteren Heizung gewa¨hr-
leistete eine weitgehend konstante Wachstumsrate von R = (2,83 ± 0,07) A˚/sec. Auch bei
abgeschalteter Heizung der Zelleno¨ffnung wurde Ttip = 872
◦C nicht unterschritten. Mit einer
frisch gereinigten und auf 1080 ◦C geheizten Zelleno¨ffnung la¨ßt sich eine a¨ußerst geringe De-
fektdichte von 500 cm−2 erreichen. Die Absenkung auf 1040 ◦C bewirkt bereits eine Erho¨hung
auf 3000 Defekte pro cm2. Die angegebenen Temperaturen wurden mit zwei Thermoelemen-
ten gemessen, die in direktem Kontakt zum oberen bzw. unteren Teil des PBN-Tiegels stehen.
Wenn die Zelleno¨ffnung tatsa¨chlich durchweg um 120 ◦C heißer als der untere Teil des Tiegels
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Tab. 5.1. Chronologisch geordnete2 Ergebnisse zweier Versuchsreihen mit der SUMO-Zelle.
Alle 2DES-Strukturen unterscheiden sich nur durch den Abstand ∆ der Modulationsdotierung
von der GaAs/AlGaAs-Grenzfla¨che. Die Leistung P gibt die Summe der oberen und unteren
Heizleistung an.
Probe Tbulk Ttip P ∆ nod µ n¤
[◦C] [◦C] [W ] [A˚] [ 1
cm2
] [106 cm
2
Vs ] [10
11 1
cm2
]
D040315A 910 1080 154 700 500 6,19 2,10
D040315B 920 1040 145 700 3 000 8,76 2,32
D040316A 935 1000 135 700 10 000 8,58 2,32
D040316B 958 872 107 700 80 000 9,77 2,31
D040320A 960 872 108 700 56 000 8,79 2,21
D040320B 960 872 108 800 52 000 10,48 2,20
D040321A 925 1040 146 700 56 000 8,81 1,98
D040321B 925 1040 146 800 52 000 6,44 1,88
wa¨re, ko¨nnte das im Inneren verdampfte Gallium auf der O¨ffnung nicht wieder kondensieren.
Es ist also davon auszugehen, daß manche Teile der O¨ffnung, insbesondere der a¨ußere Rand,
eine niedrigere Temperatur aufweisen als das Thermoelement angibt. Wird die obere Heizung
schließlich ganz abgeschaltet (D040316B), so steigt die Defektdichte enorm an, wa¨hrend die
Beweglichkeit (Gl. 1.5) im 2DES, die sich aus dem Schichtwiderstand ρ¤ und der nahezu
konstanten Elektronendichte n¤ zusammensetzt, ihren ho¨chsten Wert erreicht.
Zur Kla¨rung dieses scheinbaren Widerspruchs ist ein Vergleich des mittleren Abstandes
der ovalen Defekte mit der mittleren freien Wegla¨nge der Elektronen nu¨tzlich. Letztere er-
gibt sich unter Verwendung von (1.5) und (1.6) aus der Elektronenbeweglichkeit µ und der
Fla¨chendichte n¤ gema¨ß
Lm =
ℏkFµ
e
=
ℏ
√
2πn¤µ
e
. (5.1)
Die Probe D040316B hat demnach eine mittlere freie Wegla¨nge von Lm = 77µm, wa¨hrend
sich gema¨ß der U¨berlegungen zu Abb. 5.1b ein mittlerer Abstand der Defekte von 125µm
ergibt. Ein Elektron muß beim Durchlaufen eines ovalen Defektes nicht zwangsla¨ufig gestreut
werden, da zwar die Schichtdicken kontinuierlich variieren [Fuj87], die mikroskopische Kristall-
qualita¨t jedoch nicht unbedingt stark gesto¨rt sein muß. Deshalb kann aus dem Zahlenvergleich
geschlossen werden, daß die makroskopischen Defekte sogar bei einer Dichte der Gro¨ßenord-
nung von 105 cm−2 noch nicht limitierend auf die Beweglichkeit wirken. Dies unterstu¨tzt
die Theorie, nach der mit steigender Temperatur der Zelleno¨ffnung vermehrt Fremdatome
emittiert werden. Die Zunahme der eingebauten Streuzentren kann durch die einhergehende
Verringerung der Defektdichte nicht kompensiert werden.
Um ho¨chste Beweglichkeiten im Bereich von 3 ·107 cm2/Vs zu erreichen, sollte nach obiger
Abscha¨tzung eine Reduzierung der Defektdichte unerla¨ßlich sein. Als zielfu¨hrend erachten wir
zum einen den Einsatz zweier Galliumquellen, wobei die SUMO-Zelle mit niedriger O¨ffnungs-
2Die Probennamen werden in der Form DJJMMTTX angegeben. Der erste Buchstabe steht fu¨r die Hochbe-
weglichkeitskammer, die darauffolgenden sechs Buchstaben geben das Datum in der Reihenfolge Jahr-Monat-
Tag wieder und mit dem letzten, lateinischen Großbuchstaben werden die Proben eines Tages fortlaufend
numeriert.
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temperatur, Ttip . 900
◦C, nur fu¨r den Bereich des 2DESs zu verwenden ist. Andererseits
ko¨nnte die O¨ffnung der SUMO-Zelle langfristig ausgeheizt werden, um das Ausgasen von
Fremdatomen zu verringern. Damit verbunden wa¨re allerdings ein nicht unerheblicher Ma-
terialverbrauch, da der untere Teil des Tiegels auf bis zu Tbulk = 903
◦C bei Ttip = 1140
◦C
mitgeheizt werden wu¨rde. Am effektivsten ko¨nnten die Galliumtro¨pfchen wohl vermieden
werden, wenn man bei der Konstruktion einer neuen SUMO-Zelle auf den konischen Hals
verzichtete (Abb. 5.4). Sich trotzdem noch niederschlagendes Gallium ko¨nnte zudem mit ei-
ner beheizten Lochblende gegen die Kristallscheibe hin abgeschirmt werden. Im Gegensatz
zur oberen Heizung der SUMO-Zelle wa¨ren fu¨r ein solches separates Bauteil dauerhaft hohe
Temperaturen mo¨glich, ohne unno¨tig Gallium aus dem Tiegel zu verdampfen.
Die zweite Versuchsreihe (Tab. 5.1, D040320A bis D040321B) untersucht die Abha¨ngigkeit
der Defektdichte von Ttip, wobei das inzwischen wieder auf der Zelleno¨ffnung niedergeschlage-
ne Gallium zuvor nicht weggeheizt wurde. Im Rahmen der Schwankungsbreite der Ausza¨hlung
der ovalen Defekte ergibt sich bei allen vier Kristallscheiben dieselbe Defektdichte. Diese
wird nicht durch die Distanz ∆ beeinflußt, die fu¨r anderweitige Zwecke variiert wurde. Der
Temperaturunterschied ∆Ttip = 168
◦C bedeutet einen um fast zwei Gro¨ßenordnungen un-
terschiedlichen Dampfdruck des Galliums auf der O¨ffnung. Wa¨hrend fu¨r die ersten beiden
Proben der Serie wegen (Tbulk > Ttip) zusa¨tzliches Gallium auf der O¨ffnung kondensierte,
wurde dieses bei den beiden anderen Wachstumsprozessen (Tbulk < Ttip) wieder verdampft.
Die Tatsache, daß in beiden Fa¨llen eine a¨hnliche Defektdichte erhalten wurde, weist darauf
hin, daß nicht die (positive oder negative) Gro¨ßena¨nderung der Galliumtro¨pfchen auf der
O¨ffnung fu¨r die Galliumspritzer verantwortlich ist. Ausschlaggebend ist vielmehr das bloße
Vorhandensein der Tro¨pfchen. Der zuvor festgestellte Zusammenhang zwischen Beweglichkeit
und O¨ffnungstemperatur wird auch von der zweiten Versuchsreihe besta¨tigt.
Es bleibt festzuhalten, daß in der Hochbeweglichkeitskammer die ovalen Defekte eindeutig
nicht durch Verunreinigungen mit Kohlenstoff und sonstigen Partikeln oder durch Anreiche-
rung von Gallium an Nukleationszentren verursacht werden. Vielmehr kondensiert Gallium
auf einer zu ku¨hlen Zelleno¨ffnung in Form von Tro¨pfchen, die wahrscheinlich durch Zerplat-
zen zu Galliumspritzern auf dem Substrat fu¨hren. Prinzipiell gehen eine hohe Elektronenbe-
weglichkeit und eine hohe Dichte an ovalen Defekten einher. Durch gezieltes Wegheizen der
Galliumtro¨pfchen von der Zelleno¨ffnung kann die Defektdichte jedoch auf einen sehr niedrigen
Wert von 500 cm−2 reduziert werden, wa¨hrend die Beweglichkeit einen Wert von 6·106 cm2/Vs
nicht unterschreitet.
5.2 Dotierung mit Silizium
Bei der Herstellung der n+-dotierten Kontaktschichten der CEO-Probe aus Kapitel 4 werden
an die Genauigkeit der erhaltenen Elektronendichte keine besonders hohen Anforderungen
gestellt. Dahingegen ist die Ho¨he der Elektronendichte sehr entscheidend, wenn zum Beispiel
ein bestimmter Wert erzielt werden soll, der in einer dotierten Schicht eine genu¨gend schar-
fe Landau-Quantisierung zula¨ßt, ohne daß die Leitfa¨higkeit des Halbleiters dabei zu gering
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wird.3 In beiden Kammern der Regensburger III-V-Epitaxieanlage dient ein Streifen eines
dotierten Silizium-Wafers als Donatorenquelle. Er ist zwischen zwei Haltern aus Tantal ein-
geklemmt und wird mit einem Strom von bis zu 14 A geheizt. Diese Sublimationsquelle gilt
als wartungsfrei und sollte wa¨hrend der gesamten Lebensdauer der Anlage einen konstan-
ten Fluß liefern. Da jedoch im Laufe dieser Arbeit eine substantielle A¨nderung der Flußrate
auftrat, wurde eine Untersuchung des Verhaltens der Siliziumquelle notwendig.
Fu¨r Eichungszwecke wurden zumeist d = 1µm dicke, dotierte GaAs-Schichten auf se-
miisolierendem Substrat gewachsen. Die Charakterisierung einer Schicht erfolgte bei 4,2 K
an etwa 4 × 4 mm2 großen Stu¨cken, an deren Ecken und Kanten Indiumkontakte (Skizze in
Abb. 5.5) einlegiert waren. Die Fla¨chendichte n¤ wurde unter Ausnutzung des Hall-Effekts
(Abschnitt 1.1.2, Gl. 1.10) gemessen. Außerdem erfolgte eine Bestimmung des Schichtwider-
standes ρ¤ nach der van der Pauw-Methode [Pau58a]. Im weiteren Verlauf dieses Abschnitts
werden die Dichten der Donatoren, der eingebauten Siliziumatome und der Leitungsbandelek-
tronen gleichgesetzt. Abweichungen von dieser Annahme treten erst bei sehr hohen Dichten
(≫ 1018 cm−3, teilweiser Einbau als Akzeptor) oder Dichten jenseits des Metall-Isolator-U¨ber-
gangs (. 2 · 1016 cm−3, [Ban88]) auf.
Da die Volumendichte n der Elektronen bzw. Donatoren von der GaAs-Wachstumsrate R
abha¨ngt, wird sie zweckma¨ßigerweise auf eine Referenzrate R0 bezogen und mit n0 bezeichnet.
Als Referenz bietet sich
R0 = 1µm/h = 2,7 A˚/sec ≈ 0,987 ML/sec (5.2)
an, weil im Bereich dieses Wertes gerade gute (001)-Wachstumsbedingungen vorherrschen.
Eine Monolage (ML) ist halb so groß wie die Gitterkonstante, die fu¨r GaAs bei Raumtempe-
ratur 5,65330 A˚ betra¨gt [Ada94]. Wenn f = n¤/t der von der Wachstumsrate unabha¨ngige
Siliziumfluß ist, dann gilt
n =
n¤
d
=
n¤
Rt
=
f
R
. (5.3)
Zur Eichung einer Siliziumquelle ist die Flußrate f in Abha¨ngigkeit des Heizstroms I, mit dem
die Sublimationsquelle gespeist wird, zu bestimmen. Da beim Design einer Probenstruktur
jedoch die Volumendichte der freien Elektronen von Interesse ist, wird in Abb. 5.5 der Wert
n0 = f/R0 = nR/R0 angetragen. Fu¨r Schichten, die ohne RHEED-Eichung innerhalb der
Zeitspanne t gewachsen wurden, kann unmittelbar n0 = n¤/R0t gesetzt werden.
Bei der Bestimmung der Elektronendichte mit Hilfe einer Hall-Messung tritt eine sy-
stematische Diskrepanz auf: Wenn der Meßstrom u¨ber zwei auf einer Diagonalen liegende
Eckkontakte aufgepra¨gt und die Hall-Spannung an den beiden anderen Eckkontakten abge-
griffen wird (Skizze in Abb. 5.5), erha¨lt man eine kleinere Elektronendichte als bei Verwen-
dung der Kontakte auf den Kanten. Fu¨r den Hall-Koeffizienten AH = 1/ne (Gl 1.9) gilt
also AEckeH > A
Kante
H . In [Pau58b] werden die Auswirkungen einer Abweichung vom Ideal des
Punktkontaktes diskutiert. Bei einer kreisfo¨rmigen Probe mit dem Durchmesser D und einem
strichfo¨rmigen Kontakt der La¨nge l (senkrecht oder tangential zum Probenrand) ergibt sich
∆AH/AH ≈ −3l/π2D als relative Abweichung des Hall-Koeffizienten. Wenn dieses Ergebnis
3So bei laufenden Arbeiten in Kooperation mit Laurence Eaves, Nottingham.
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Abb. 5.5. Elektronendichte von siliziumdotierten (001)-Schichten bei Wachstum mit R0 =
1µm/h. An die Datenpunkte der Jahre 2004 und 2005 wurde die Funktion n(I,R0) (Gl. 5.4)
angepaßt. Die oberen Fehlerbalken geben die Werte bei Verwendung der Kontakte an den
Kanten wieder, wa¨hrend die unteren Balken zu den Eckkontakten korrespondieren. Skizze:
Messung der Hall-Spannung in Lock-In-Methode bei Verwendung der Eckkontakte.
auf die rechteckigen, zur Eichung verwendeten Proben angewendet wird, deren Kontakte eine
endliche Ausdehnung von l . 100µm haben, so gilt |∆AH |/AH < 1 % fu¨r die Abweichung
zum Idealfall punktfo¨rmiger Kontakte. Wa¨hrend die Abscha¨tzung aus [Pau58b] fu¨r die Kon-
takte an den Kanten na¨herungsweise Gu¨ltigkeit besitzt, ist dies fu¨r die Eckkontakte wohl
nicht der Fall. Nur eine auf die Rechtecksgeometrie der Proben zugeschnittene Rechnung
kann zeigen, ob Eckkontakte endlicher Gro¨ße fu¨r die Abweichung von bis zu 20 % zwischen
den Messungen von AEckeH und A
Kante
H verantwortlich sein ko¨nnen. Die starke Streuung der
Gro¨ße (AEckeH −AKanteH )
/
1
2(A
Ecke
H +A
Kante
H ) ist jedenfalls ein Hinweis daraufhin, daß die Proben-
geometrie nicht allein, sondern im Zusammenspiel mit den Fluktuationen bei den manuell
aufgebrachten Kontakten fu¨r die beobachtete Diskrepanz verantwortlich ist. Zur Kla¨rung
der Problematik ko¨nnte eine umfangreichere und in bezug auf die Kontakte fundiertere Da-
tenbasis beitragen. Hilfreich wa¨re auch der Vergleich mit einer Hall-Messung bei parallelen
Strompfaden (Hall-Struktur).
Die Datenpunkte aus Abb. 5.5 lassen erkennen, daß der Siliziumfluß sich zwischen den
Jahren 2003 und 2004 bei konstantem Heizstrom stark verringerte. Wir fu¨hren dies auf die
Klemmvorrichtung des Waferstreifens zuru¨ck. Anfangs hatte der elektrische Kontakt einen
noch eher punktuellen Charakter, welcher bei der Beru¨hrung harter Fla¨chen selbst bei gerin-
gen Unebenheiten unvermeidlich ist. Die reduzierte Kontaktfla¨che hatte eine ho¨here lokale
Stromdichte und Temperatur des Siliziumkristalls mit entsprechend gro¨ßerer Sublimationsra-
te zur Folge. Diese Theorie wird durch die im Jahr 2003 noch vergleichsweise instabile Dotier-
rate gestu¨tzt. So war der Siliziumfluß bei 12 A Heizstrom im September 2003 (D030922A und
D030926A) deutlich niedriger als noch drei Monate zuvor. Erst im Jahr 2004 – der genaue
Zeitpunkt ist unklar – waren die punktuellen Kontakte durch Materialverlust und -diffusion
soweit beseitigt, daß die Siliziumquelle seitdem ein stabiles Ergebnis liefert.
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Abb. 5.6. Beweglichkeit bei 4 K
in Abha¨ngigkeit der Elektronen-
dichte. Es sind die Werte der Eich-
proben aus den Jahren 2004 und
2005 (vgl. Abb. 5.5) dargestellt.
Zusa¨tzlich zu eigens hergestellten Proben werden in Abb. 5.5 auch die Substrate D040615B
und D040729A zur Eichung der Siliziumrate herangezogen. Diese enthalten zwischen zwei
n+-Schichten intrinsische U¨bergitter und GaAs-Schichten. Damit wird gleichzeitig gezeigt,
daß bei Verwendung von Indiumkontakten am Rand eines Waferstu¨cks nicht nur die oberste
Schicht, sondern auch eine zweite n+-Schicht, die 1 bis 2µm darunter liegt, zwangsla¨ufig
ankontaktiert wird.
Wie aus der halblogarithmischen Auftragung von Abb. 5.5 ersichtlich ist, folgt der Si-
liziumfluß in Abha¨ngigkeit des Filamentstroms u¨ber zwei Gro¨ßenordnungen hinweg nahe-
zu einem Exponentialgesetz. Eine besser zutreffende Formel kann folgendermaßen abgelei-
tet werden: Die Sublimationsrate von Silizium wird u¨ber weite Temperaturbereiche durch
f ∝ exp (−Q/kBT ) beschrieben, wobei Q = 4,10 eV die Aktivierungsenergie zur Auslo¨sung ei-
nes Atoms aus dem Kristallverbund ist [Sou86]. Bei Vernachla¨ssigung der Wa¨rmeleitung u¨ber
die Anschlußklemmen und unter Annahme einer Abstrahlcharakteristik nach dem Stefan-
Boltzmann-Gesetz (Schwarzko¨rperstrahlung) gilt fu¨r den Zusammenhang zwischen Filament-
temperatur und der zugefu¨hrten elektrischen Leistung die Beziehung P = RI2 ∝ T 4. Daraus
folgt na¨herungsweise f ∝ exp(−κ/√I), wobei κ ein noch zu bestimmender Proportionalita¨ts-
faktor ist. Wird weiterhin die Abha¨ngigkeit der Dotierkonzentration von der Wachstumsrate
(Gl. 5.3) miteinbezogen, so findet man:
n(I,R) = 8,2 · 1030 cm−3 exp
{
− 106,8√
I/1 A
}
R0
R
. (5.4)
Durch die Wahl der empirischen Zahlenwerte stimmt diese Funktion sehr gut mit den expe-
rimentellen Daten aus den Jahren 2004 und 2005 u¨berein (Abb. 5.5). Da auch der Meßwert
fu¨r I = 14 A auf der leicht gekru¨mmten Kurve liegt, kann geschlossen werden, daß bis ca.
2 · 1018 cm−2 noch kein nennenswerter Einbau der Dotieratome auf Arsenpla¨tzen stattfindet.
Die Beweglichkeit µ der volumendotierten Schichten kann gema¨ß (1.5) sowohl anhand der
Volumengro¨ßen n und ρ als auch aus n¤ und ρ¤ berechnet werden. Die Kenntnis der Wachs-
tumsrate ist also nicht notwendig. Die in Abb. 5.6 aufgetragenen Beweglichkeiten variieren
fu¨r niedrige Elektronendichten nur wenig, wa¨hrend fu¨r n & 5 · 1017 cm−3 mit steigender Do-
tierkonzentration ND ein deutlicher Abfall zu erkennen ist. Bei tiefen Temperaturen ist die
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Beweglichkeit durch Streuung an ionisierten Sto¨rstellen bestimmt, wobei der Zusammenhang
µ ∝ T 3/2/ND gilt [Ada94, Jor02]. Fu¨r n & 1018 cm−2 tra¨gt zudem die Elektron-Elektron-
Wechselwirkung zur Verringerung der Beweglichkeit bei [Ada94, Kap. 14].
5.3 A¨tzen mit Phosphorsa¨ure
Naßchemisches A¨tzen von AlGaAs mit einer wa¨ssrigen Lo¨sung aus Phosphorsa¨ure und Was-
serstoffperoxid ist ein ha¨ufig verwendetes Verfahren in Forschung und Industrie. Es wurde
1978 von Mori und Watanabe vorgestellt [Mor78]. Bei der Heterostruktur aus Kapitel 4
betra¨gt das Verha¨ltnis der Schichtdicke des Ru¨ckkontakts zur A¨tztiefe ca. 9 %. Zur Gewa¨hr-
leistung einer hohen Treffsicherheit4 bei der Freilegung der unteren n+-Schicht ist deshalb
eine Reproduzierbarkeit der A¨tzrate mit einer Schwankungsbreite von ho¨chstens ±4,5 % er-
forderlich. Um den Ausschuß der aufwendig hergestellten CEO-Proben unter 10 % zu halten,
darf unter Annahme einer Gaußverteilung die Standardabweichung maximal 2,7 % bezogen
auf die mittlere A¨tzrate betragen. Wird als Zielvorgabe eine Standardabweichung von 2 %
gewa¨hlt, so ist auch eine genu¨gende Restdicke der Kontaktschicht sichergestellt. Neben der
A¨tzrate R0 bei einer bestimmten Referenztemperatur T0 muß zur Extrapolation auf beliebige
andere Prozeßtemperaturen auch die Aktivierungsenergie Ea bekannt sein. Da mit Literatur-
werten fu¨r R0 und Ea unerwartete Ergebnisse erzielt wurden, konnte erst durch eine genauere
Bestimmung der beiden Parameter ein pra¨zises A¨tzen fu¨r einen weiten Temperaturbereich
ermo¨glicht werden.
Phosphorsa¨ure H3PO4 und Wasserstoffperoxid H2O2 sind in wa¨ssriger Lo¨sung erha¨ltlich,
wobei auf dem Gebinde in der Regel der Gewichtsanteil der Substanz angegeben ist. Bei der
Zubereitung einer A¨tzlo¨sung wird in Volumenanteilen gerechnet, wa¨hrend fu¨r die Reaktions-
kinetik die Stoffmengenkonzentration cai der reinen Substanz (ohne Wasser) maßgeblich ist.
Die Konzentration einer Komponente a der Chemikalie i ist in der Lo¨sung durch
cai = g
a
i δivi/M
a (5.5)
gegeben. Dabei bezeichnet gai den (handelsu¨blichen) Gewichtsanteil der Komponente a in
der Chemikalie i. Letztere hat die Dichte δi und nimmt in der Lo¨sung den Volumenanteil vi
ein. Die Molmasse eines Moleku¨ls des Stoffes a wird mit Ma bezeichnet. Fu¨r das System
H3PO4-H2O2-H2O ergeben sich die in Tab. 5.2 aufgefu¨hrten Kenngro¨ßen und Stoffmengen-
konzentrationen.
Eine Lo¨sung mit dem Mischungsverha¨ltnis 1:1:30 hat besonders gu¨nstige Eigenschaften
[Mor78]. Das molare Verha¨ltnis von H2O2 zu H3PO4 ist hierbei mr = c(H2O2)/c(H3PO4) =
0,66, wa¨hrend der molare Anteil des Wassers mf = c(H2O)/
∑3
i=1 ci = 0,87 betra¨gt. Laut
[Mor78] weisen Lo¨sungen mit mr . 2,3 und mf & 0,9 eine besonders stabile A¨tzrate auf.
Im Rahmen dieser Arbeit wurde selbst im Laufe von zwo¨lf Monaten keine Degeneration der
4Bei Verwendung einer Photolackmaske kann der A¨tzvorgang unterbrochen werden, um die aktuelle A¨tz-
rate mit einem Profilmeßgera¨t zu bestimmen. Dies ist bei einer Maskierung mit synthetischem Wachs (Ab-
schnitt 4.1) nicht mo¨glich.
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Tab. 5.2. Eigenschaften der H3PO4-H2O2-H2O-A¨tzlo¨sung.
δi M
a
i
[g/cm3]
a gai [g/mol]
H3PO4 H3PO4 0,85 98
(85 %)
1,71
H2O 0,15 18
H2O2 H2O2 0,30 34
(30 %)
1,11
H2O 0,70 18
H2O 1,00 H2O 1,00 18
c (H3PO4) = 14,8 v(85 % H3PO4) mol/l
c (H2O2) = 9,79 v(30 % H2O2) mol/l
c (H2O) =
[
14,3 v(85 % H3PO4) +
43,2 v(30 % H2O2) +
55,6 v(H2O)
]
mol/l
angesetzten Lo¨sung festgestellt. Im Gegensatz dazu lieferte das H2SO4-H2O2-H2O System
[Iid71] schon nach zwei Stunden Standzeit eine deutlich unterschiedliche A¨tztiefe.
Die A¨tzrate R ist proportional zu exp {−Ea/kBT}. Wenn eine Eichung der A¨tzrate bei
der Temperatur T0 den Wert R0 ergibt, dann erha¨lt man fu¨r die Temperatur T durch Extra-
polation die Rate
R(T ) = R0 exp
{
Ea
kB
(
1
T0
− 1
T
)}
. (5.6)
In [Mor78] wird als Aktivierungsenergie der Wert 10 kcal/mol angegeben, was einem Koeffi-
zienten Ea/kB = 5040 K entspricht. Weicht die Temperatur um einen kleinen Betrag δ von
der Eichtemperatur ab, so folgt aus (5.6) die Na¨herung
R(T0 + δ) ≈ R0
(
1 +
Ea
kB
δ
T 20
)
. (5.7)
Da eine Eichung in der Regel bei T0 ≈ 300 K erfolgt, betra¨gt fu¨r eine Temperatura¨nderung
von δ = 1 K die relative Abweichung von der geeichten A¨tzrate bereits ∆R/R0 ≈ 6 %. Die hal-
be Schwankungsbreite der A¨tzrate betra¨gt wa¨hrend eines A¨tzvorgangs entlang einer mehrere
Millimeter langen Stufe nach der Erfahrung dieser Arbeit 0,5 bis 1 % (inkl. des statistischen
Fehlers des Profilmeßgera¨ts
”
Dektak 3“). Um die Vorgabe einer gesamten mittleren Abwei-
chung von 2 % zu erreichen, muß die Temperatur auf ca. 0,1 ◦C genau bekannt sein. Anstatt
mit hohem Aufwand die Temperatur mittels aktiver Regelung einzustellen, ist die A¨tzung am
einfachsten bei der jeweiligen Raumtemperatur durchzufu¨hren. Eine thermische Ankopplung
an einen schweren Aluminiumblock, der zusammen mit der Lo¨sung immer bei Raumtempera-
tur gelagert wird, fu¨hrt zu einer hohen Temperaturkonstanz mit ∆T/∆t < 0,1 ◦C/h. Da die
Verdampfungska¨lte der Lo¨sung eine Temperaturerniedrigung von bis zu 2 ◦C bewirken kann,
sollte beim A¨tzen ein verschließbares Beha¨ltnis verwendet werden.
In [Mor78] wird eine A¨tzrate von R = 0,28µm/min bei 30 ◦C und eine molare Aktivie-
rungsenergie von 10 kcal/mol bzw. Ea/kB = 5040 K angegeben.
5 Die hieraus berechnete und
in Abb. 5.7 dargestellte Eichkurve RLit(T ) ergibt A¨tzraten, die die im Rahmen dieser Arbeit
bestimmten Raten um mehr als 20 % u¨bersteigen. Insbesondere weicht die Aktivierungsener-
5Diese A¨tzrate wurde folgendermaßen aus [Mor78, Fig. 3] abgelesen: Bei niedriger H2O2-Konzentration
ist die A¨tzrate in weiten Bereichen des Molverha¨ltnisses mr = c(H2O2)/c(H3PO4) (mindestens fu¨r mr =
0,43 . . . 1,02) von der Sa¨urekonzentration unabha¨ngig. Fu¨r eine 1:1:30-Lo¨sung hat man mr = 0,66 und
c(H2O2)/
P3
i=1 ci = 0,0056 als molaren Anteil des Wasserstoffperoxids, weshalb aus dem Graphen die Ra-
te R = 0,28µm/min bei 30 ◦C bestimmt werden kann.
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Abb. 5.7. Arrheniusgraph der A¨tzrate einer H3PO4-H2O2-H2O-Lo¨sung mit dem Mischungs-
verha¨ltnis 1:1:30 in Abha¨ngigkeit der Temperatur. Die vier unterschiedlichen Symbole stehen
fu¨r verschiedene Lo¨sungen, denen mehrere Monate lang kleine Mengen zum Gebrauch ent-
nommen wurden. Die Anpassung Rfit(T ) gema¨ß (5.6) ergibt R0 = 0,125µm/min ± 1 % und
Ea/kB = 4000 K ± 7 %. Die gestrichelte Linie steht fu¨r die in [Mor78] angegebene Tempera-
turabha¨ngigkeit der A¨tzrate.
gie, die sich mit dem Mischungsverha¨ltnis der Lo¨sung nur wenig a¨ndert, von dem hier mittels
Anpassung bestimmten Wert Ea/kB = 4000 K stark ab.
Zur Erkla¨rung der im Vergleich zu [Mor78] deutlich niedrigeren A¨tzrate kann nur auf die
unterschiedliche Kristallqualita¨t verwiesen werden. Eine eventuell stark differierende Verset-
zungsdichte scheidet allerdings als Grund aus, da die H3PO4-H2O2-H2O-Lo¨sung laut [Ric74]
nicht zum anisotropen A¨tzen im Bereich von Versetzungen fu¨hrt.6 Mo¨glicherweise ist die
Diskrepanz bezu¨glich der A¨tzrate in der unterschiedlichen Dichte der Verunreinigungen be-
gru¨ndet. Wa¨hrend in dieser Arbeit MBE-hergestellte Schichten gea¨tzt wurden, kamen in
[Mor78] mit Tellur dotierte Kristallscheiben unmittelbar zum Einsatz.
Die A¨tzraten aus Abb. 5.7 streuen – auf die Referenztemperatur T0 = 20
◦C bezogen –
um den Mittelwert R0 = 0,125µm/min mit einer relativen Standardabweichung von 3 %.
Der eingangs dieses Abschnitts erwa¨hnte Anspruch an die A¨tzlo¨sung wird also nicht ganz
erfu¨llt. Deshalb wurde bei Strukturen, bei denen nur sehr wenig brauchbares Probenma-
terial vorhanden war, der A¨tzvorgang in zwei Schritten unter Verwendung von Photolack
vollzogen, wa¨hrend bei dem Gros der Proben ein einmaliger A¨tzprozeß mit per Hand auf-
getragenem synthetischem Wachs genu¨gte. Wenn die freizulegende Schicht im Vergleich zur
A¨tztiefe besonders du¨nn ist, kann auch selektives A¨tzen mit einer wa¨ssrigen Citronensa¨ure-
Wasserstoffperoxid-Lo¨sung (C6H8O7-H2O2-H2O) [Jua90, DeS92, Mao94] von Nutzen sein.
Hier wird GaAs bis zu 80mal schneller als Al0,3Ga0,7As abgetragen. Selbst wenn der Einbau
einer Stoppschicht in die Struktur nicht mo¨glich ist, kann beispielsweise durch Freilegen des
U¨bergitters auf dem GaAs-Substrat (Abschnitt 4.1) eine Stufe mit definierter Tiefe hergestellt
werden, die zumindest eine pra¨zise Eichung der verwendeten Tiefenmeßmethode erlaubt.
6Bei bestimmten Kombinationen von Halbleitermaterial und A¨tze ist die Abtragungsrate im Bereich von
Versetzungen erho¨ht, was mit der Ausbildung von Vertiefungen einhergeht. Eine entsprechende A¨tzgruben-
dichte (engl. etch pit density) wird deshalb ha¨ufig als ein Maß fu¨r die Kristallqualita¨t verwendet.
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5.4 Initialspalt
Die Erfolgsquote beim Spalten einer CEO-Probe vor dem zweiten Wachstumsschritt ha¨ngt
von deren Dicke und der Qualita¨t des Initialritzes ab. Bei der Du¨nnung der Kristallscheiben
hat sich in der Vergangenheit eine Zieldicke von 80 bis 120µm als ein guter Kompromiß zwi-
schen den komplementa¨ren Zielen guter Spaltbarkeit und leichter Handhabung der Proben
erwiesen. Im Rahmen dieser Arbeit erfolgte zwar keine systematische Untersuchung zur An-
bringung des Initialritzes. In Besta¨tigung entsprechender Versuche aus [Rot99] hat sich jedoch
gezeigt, daß das Herbeifu¨hren einer teilweisen Spaltung des Probenstu¨cks bereits wa¨hrend des
Ritzens sehr zuverla¨ssig zu perfekten (im Rahmen von Nomarski-Mikroskopie) Spaltfla¨chen
fu¨hrt.
Zum Ritzen wird das Probenstu¨ck mit einem du¨nnen Film synthetischen Wachses auf
einen Objekttra¨ger geklebt. Das Aufkleben soll die Probe nicht nur fixieren, sondern vor allem
verhindern, daß der Kristall schon wa¨hrend des Ritzvorgangs komplett spaltet. Geritzt wird
mit einer Nadel aus Wolfram-Carbid, deren Spitze einen Kru¨mmungsradius von ca. 13µm
aufweist. Bewa¨hrt hat sich eine Anpresskraft von 0,6 bis 0,8 N bei einem Winkel von 60 bis 70◦
gegen die Horizontale. Unter diesen Bedingungen erzielt man, wie aus Abb. 5.8a hervorgeht,
eine massive Scha¨digung der Kristalloberfla¨che. Sie dient – genauso wie das gelegentliche
Herausbrechen eines kleinen, ha¨ufig dreieckigen Stu¨cks am Probenrand – zur Ausbildung eines
Spaltes unterhalb des Ritzes. Dieser im Idealfall entstehende Initialspalt pflanzt sich meist
sofort um einige 100µm nach innen fort. Er ist ha¨ufig bereits auf der Probenvorderseite
zu erkennen (Abb. 5.8a), wenn nicht, kann sein Auftreten auf der Ru¨ckseite kontrolliert
werden. Der Initialspalt braucht zur Erzielung eines guten Spaltergebnisses keineswegs eine
durchgehende, gerade Linie darstellen, sondern er kann sich auch aus mehreren, gegeneinander
versetzten Teilstu¨cken zusammensetzen.
Wenn das CEO-Stu¨ck in der Wachstumskammer mit dem Spaltbu¨gel unter Spannung ge-
setzt wird, breitet sich der Initialspalt in der gesamten Probe aus. Wurde durch das Ritzen
nur die Oberfla¨che gescha¨digt, ohne daß ein Initialspalt entstand, so muß beim Brechen eine
gro¨ßere Kraft aufgewendet werden, was das Auftreten von Riefen auf der Spaltfla¨che stark
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Abb. 5.8. Lichtmikroskopische Aufnahmen eines CEO-Stu¨cks. (a) Der 1 mm lange Initialritz.
Am Probenrand ist ein Stu¨ck herausgebrochen und GaAs-Splitter liegen auf der Kristallober-
fla¨che. Der Pfeil deutet auf den bereits um ca. 440µm fortgepflanzten Initialspalt hin. (b) Die
Ru¨ckseite der Probe durch den Objekttra¨ger hindurch betrachtet. Der Pfeil gekennzeichnet
eine (unkritische) Unregelma¨ßigkeit des Initialspalts. (c) Aufnahme der 72µm breiten Spalt-
fla¨che nach dem U¨berwachsen. Die Grenzlinie trennt den atomar glatten (oben) vom rauhen,
an Luft oxidierten Bereich (unten).
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fo¨rdert. Bis zum Einschleusen in die MBE-Anlage kann Luftsauerstoff in den Initialspalt ein-
dringen. Dies fu¨hrt zu einer mikrorauhen Oberfla¨che, da das CEO-Wachstum unmittelbar
nach dem Spalten, also ohne die vorherige Desorption von Oxiden stattfindet. In Abb. 5.8c
ist die Grenzlinie, bis zu der sich der Initialspalt an Luft fortgesetzt hat, klar zu erkennen.
Durch Manipulation der Probe wa¨hrend der Reinigung und dem Einbau in den Wachstums-
halter kann sich der Initialspalt noch um bis zu einen Millimeter verla¨ngern, wodurch ein
weiteres Stu¨ck der Probenla¨nge unbrauchbar wird. Die restliche Spaltfla¨che ist jedoch meist
perfekt glatt, zumindest lassen sich unter dem Lichtmikroskop im Nomarski-Modus keine
Unebenheiten erkennen.
Zusammenfassung
Zum Gegenstand der vorliegenden Arbeit za¨hlen die Realisierung eines zweidimensionalen
Elektronensystems, das bei variablem Fermi-Niveau durch eine epitaktisch definierte Tunnel-
barriere lateral moduliert ist, die Messung und Analyse des Tunnelstroms in Abha¨ngigkeit
von Magnetfeld und Elektronendichte sowie die Berechnung von Landau-Bandstrukturen zur
Interpretation der Leitwertkurven. Der mit einer Steuerelektrode eingefu¨hrte freie Parameter
der Elektronendichte ermo¨glicht in experimenteller Hinsicht eine Fortentwicklung der Arbeit
von Kang und Yang [Kan00a, Yan05]. In ihrem theoretischen Teil befaßt sich die Dissertation
mit der Berechnung von Landau-Bandstrukturen in abschnittsweise konstanten Potentialen.
Das vorgestellte Verfahren zur Lo¨sung der Einteilchen-Schro¨dinger-Gleichung zeichnet sich
im Vergleich zu fru¨heren Vorgehensweisen [Ho94, Tak00] durch den Verzicht auf Na¨herungen
und die universelle Anwendbarkeit auf alle unidirektional modulierten Quanten-Hall-Systeme
mit bis zu drei Bereichen unterschiedlich hohen Potentials aus.
Nach einem Exkurs der semiklassischen Betrachtung eines Elektrons in gekreuzten elektri-
schen und magnetischen Feldern wird im ersten Kapitel die quantenmechanische Beschreibung
von 2D-Kristallelektronen im senkrechten Magnetfeld und in einem unidirektionalen Potenti-
al entwickelt. Anhand der Schro¨dinger-Gleichung wird zuna¨chst der Zusammenhang zwischen
Kreiswellenzahl, Leitzentrum, Aufenthaltsschwerpunkt und Elektronenimpuls fu¨r Volumen-
und Randzusta¨nde gekla¨rt und die Kristallimpulserhaltung fu¨r Tunnelprozesse diskutiert.
Wa¨hrend die Energieeigenfunktionen im Gebiet eines ra¨umlich konstanten, elektrostatischen
Potentials durch die Lo¨sungen des harmonischen Oszillators (Hermitesche Funktionen) ge-
geben sind, existieren fu¨r andere Potentialformen im allgemeinen keine analytischen Lo¨sun-
gen. Eine Ausnahme bildet das abschnittsweise konstante Potential, wie es zum Beispiel in
einer nicht vorgespannten, intrinsischen AlGaAs-Heterostruktur in Gestalt eines stufenfo¨rmi-
gen Leitungsbandverlaufs gegeben ist. Zur Darstellung der Energieeigenfunktionen kann hier
innerhalb der einzelnen Potentialabschnitte auf die allgemeine Lo¨sung der Weberschen Glei-
chung (Parabolische Zylinderfunktionen) zuru¨ckgegriffen werden. Im Anschluß an die For-
mulierung und Ero¨rterung der Stetigkeitsbedingungen an den Heterou¨berga¨ngen wird das
Gleichungssystem zur Bestimmung der Eigenwerte des Hamilton-Operators sowie der u¨bri-
gen Parameter der zugeho¨rigen Eigenfunktionen aufgestellt.
Als erste Anwendung des dargelegten Lo¨sungsweges erfolgt eine Berechnung der Landau-
Bandstruktur im Bereich einer unendlich hohen Potentialstufe. Das zugeho¨rige Eigenwert-
problem wurde bereits in [Mac84] mittels eines a¨quivalenten Ansatzes aus konfluenten hyper-
geometrischen Funktionen gelo¨st. In dieser Arbeit wird mit Hilfe der entsprechenden Disper-
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sion eine allgemeine Formel zur ra¨umlichen Abgrenzung von Rand- und Volumenzusta¨nden
hergeleitet. Fu¨r die Dispersion an der unendlich hohen Barriere wird ferner eine empirische
Na¨herungsformel aufgestellt, die die Energie der Randzusta¨nde mit einem deutlich geringeren
Fehler als bekannte Na¨herungen aus der Literatur beschreibt. Als weitere Vorstufe zum Ener-
giespektrum an einer Tunnelbarriere erfolgt eine Diskussion der Landau-Bandstruktur in der
Umgebung einer endlich hohen Potentialstufe. In Erga¨nzung zu [Bar94] liegt der Fokus des
Interesses auf den Antikreuzungen, die innerhalb eines bestimmten Bereichs der Bandstruktur
an Schnittpunkten der Dispersionen von Randzusta¨nden des unteren und Volumenzusta¨nden
des oberen Potentialplateaus zur Aufhebung der Entartung entstehen. Aufgrund formaler
A¨hnlichkeiten zur Bandstruktur an einem flach ansteigenden Randpotential wird außerdem
kurz auf das Chklovskii-Bild [Chk92] eingegangen.
Kapitel 2 widmet sich der Berechnung der Landau-Bandstruktur an einer Tunnelbarriere.
Dabei gilt es ein hochgradig nichtlineares Gleichungssystem zu lo¨sen, das sowohl den Ener-
gieeigenwert als auch das Gewichtungsverha¨ltnis von zwei linear unabha¨ngigen Parabolischen
Zylinderfunktionen bestimmt, die im mittleren Potentialabschnitt den Lo¨sungsraum aufspan-
nen. Zur Lo¨sung dieses Problems wurde ein robustes numerisches Verfahren entwickelt, das
unter Beru¨cksichtigung der speziellen Eigenschaften des Gleichungssystems die Lo¨sungstupel
innerhalb eines bestimmten Energie- und Impulsintervalls auffindet und pra¨zisiert. Eine er-
ste Anwendung erfolgt zur Berechnung der gemeinsamen Landau-Bandstruktur zweier stark
gekoppelter Elektronensysteme. Bei diesem experimentell bisher nicht realisierten Fall gibt
es zur vollsta¨ndigen quantenmechanischen Bandstrukturrechnung keine Alternative. Fu¨r den
Fall schwacher Kopplung existiert hingegen nach [Ho94] eine Na¨herungslo¨sung, deren Er-
gebnis der exakten Bandstruktur sehr a¨hnlich ist. Im Detail zeigen sich jedoch Unterschiede
hinsichtlich der Gro¨ße und der Position der Bandlu¨cken, die durchaus von experimenteller
Bedeutung sind. Was die Energieeigenfunktionen anbelangt, werden im Hinblick auf deren
spa¨tere Verwendung vor allem die Eigenschaften von Zusta¨nden gleicher Energie (etwa an
der Fermi-Kante) und von Zusta¨nden an den Bandkanten von Antikreuzungen diskutiert.
Abschließend findet ein kurzer Vergleich mit dem Tight-Binding-Ansatz aus [Tak00] und
dessen Ergebnis statt.
Die vorgestellte Methode zur Berechnung der Landau-Bandstruktur beinhaltet im Ge-
gensatz zu anderen Vorgehensweisen [Ho94, Tak00] weder Na¨herungen, noch werden Bedin-
gungen an die Ho¨he oder Breite der Barriere gestellt. Das Verfahren ist vielmehr universell
auf alle 2D-Systeme im senkrechten Magnetfeld mit bis zu zwei Heterou¨berga¨ngen anwend-
bar. Als Demonstrationsbeispiele dienen eine Tunnelbarriere mit angelegter Vorspannung
und ein Quantendraht im rechteckigen, endlichen Potentialtrog. Im Gegensatz zu Lo¨sun-
gen der Schro¨dinger-Gleichung auf einem diskreten Gitter, liegen die Energieeigenfunktionen
in analytischer Form vor und sind in kompakter Weise durch zwei Skalare (Energie und Ge-
wichtungsverha¨ltnis) eindeutig bestimmt. Fu¨r die quantenmechanischen Erwartungswerte des
Ortsoperators und des Elektronenimpulses konnten durch Lo¨sung der entsprechenden Inte-
grale ebenfalls analytische Ausdru¨cke gefunden werden. Die Verwendung der Parabolischen
Zylinderfunktionen stellt eine konsequente Erweiterung der mathematischen Beschreibung
des harmonischen Oszillators dar, wobei auch nicht ganzzahlige Energieeigenwerte mo¨glich
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sind. Aufgrund der engen Verwandtschaft zu den Hermiteschen Funktionen kann zum Auf-
stellen von Abscha¨tzungsformeln (etwa fu¨r den Abstand von interferierenden Randkana¨len)
unmittelbar auf deren Eigenschaften zuru¨ckgegriffen werden.
Kapitel 3 diskutiert die beiden wichtigsten Mechanismen, die zum Versta¨ndnis des ma-
gnetfeldabha¨ngigen Verhaltens des Tunnelstroms notwendig sind. Das Zustandekommen der
langperiodischen Landau-Oszillationen wird im Rahmen des
”
Modells der Mischung von
Landau-Zusta¨nden“ [Ho94, Kan00a, Tak00] erkla¨rt. Als Voraussetzung fu¨r den spa¨teren Ver-
gleich zwischen Leitwertkurven und Landau-Bandstrukturen wird zudem eine Na¨herungs-
formel fu¨r den Zusammenhang zwischen Fermi-Niveau und Fu¨llfaktor aufgestellt. Da die
Bandstrukturen dieser Arbeit nur innerhalb des Einteilchenbildes exakt gelten, erfolgt wei-
terhin ein Vergleich mit Modellrechnungen zur Auswirkung der Coulomb-Wechselwirkung auf
die Gro¨ße der Landau-Bandlu¨cken [Mit01, Kol02]. Dabei zeigt sich, daß der Vielteilchenef-
fekt zwar ungefa¨hr zu einer Verdopplung der kleinen Energielu¨cken fu¨hrt, aber im Vergleich
zur Auswirkung des Unordnungspotentials zu vernachla¨ssigen ist. Eine Analyse der fu¨r die
schwach gekoppelten Elektronensysteme dieser Arbeit berechneten Bandstrukturen ergibt,
daß Bandlu¨cken gleicher Ordnung nahezu auf selber Ho¨he liegen und gro¨ßtenteils u¨berlap-
pen. Außerdem ist festzustellen, daß aufeinanderfolgende Bandlu¨cken a¨quidistant sind und
bei einer Magnetfelderho¨hung eine kollektive Anhebung erfahren, wobei sich auch ihr Abstand
geringfu¨gig vergro¨ßert.
Der zweite Teil von Kapitel 3 behandelt die wesentlichen Aspekte des
”
Modells der Tunnel-
zentren“ [Kim03a, Kim03b]. Unter Annahme einer einzelnen lokalen Deformation der Barrie-
re (Tunnelzentrum) kann das Auftreten der ersten beiden Maxima der Landau-Oszillationen
(Leitwertspitzen) auf der Skala des Fu¨llfaktors erkla¨rt werden. In Gegenwart zweier oder
mehrerer Tunnelzentren tritt der Aharonov-Bohm-(AB-)Effekt zwischen gegenu¨berliegenden
Randkana¨len auf. Zur Bestimmung des Abstands der Tunnelzentren aus der Periodenla¨nge
entsprechender Leitwertoszillationen werden in dieser Arbeit die Aufenthaltsschwerpunkte
der beteiligten Randzusta¨nde als Ergebnis von Bandstrukturrechnungen herangezogen.
Die experimentellen Ergebnisse samt Auswertung und Schlußfolgerung sind in Kapitel 4
zusammengefaßt. Gegenu¨ber dem Probendesign von Kang et al. zeichnet sich die verwende-
te AlGaAs-Heterostruktur durch eine Steuerelektrode aus, die es zum Beispiel ermo¨glicht,
eine bestimmte Bandlu¨cke bei verschiedenen Magnetfeldern zu spektroskopieren oder den
Einfluß der Elektronendichte auf Leitwertfluktuationen bei kleinen Flußdichten zu unter-
suchen. Die elektrische Charakterisierung der Proben erfolgte in Lock-In-Technik in einem
3Helium-System, das fu¨r diesen Zweck konstruiert wurde. Da die gekoppelten Elektronen-
systeme aufgrund der Kontaktgeometrie nicht einzeln charakterisiert werden ko¨nnen, ist in
dieser Arbeit eine Methode entwickelt worden, die unter Verwendung des berechneten Ab-
stands der Bandlu¨cken eine Bestimmung der Elektronendichte aus den Landau-Oszillationen
erlaubt. In den Proben fu¨hrt eine ansteigende Steuerspannung aufgrund von Leckstro¨men
durch die Barriere auf der Spaltfla¨che zum Aufbau einer internen Vorspannung zwischen
den gekoppelten Elektronensystemen. Unterhalb eines bestimmten Schwellenwerts der Steu-
erspannung ist diese Vorspannung zu vernachla¨ssigen, wa¨hrend sie ansonsten als ein weiterer
– wenn auch nicht unabha¨ngiger – Systemparameter zur Verfu¨gung steht. Die beobachteten
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Landau-Oszillationen u¨bertreffen in ihrer Amplitude deutlich das fu¨r den Leitwert erwarte-
te Maximum von 2(n + 1)e2/h. Die Leitwertu¨berho¨hung wird auf makroskopische Defekte
zuru¨ckgefu¨hrt, die die kristallkantennahe Quantenregion in einzelne Sektionen unterteilen.
Letztere ermo¨glichen aufgrund ihrer Parallelschaltung durch die ausgedehnten n+-Kontakte
ein U¨berschreiten des Leitwertquantums.
Die Landau-Oszillationen sind von kurz- und quasiperiodischen Schwingungen mit kleiner
Amplitude u¨berlagert, wobei in dieser Arbeit zwischen AB-Oszillationen an der Leitwertspit-
ze mit dem kleinsten Fu¨llfaktor und Leitwertfluktuationen bei kleinen Magnetfeldern unter-
schieden wird. Das Auftreten von AB-Oszillationen setzt einen phasenkoha¨renten Transport
in den Teilstu¨cken der Randkana¨le zwischen den beteiligten Tunnelzentren voraus. Sowohl
thermische Unordnung als auch extern angelegte Spannungen ko¨nnen die Phasenkoha¨renz
zersto¨ren. In entsprechenden Experimenten ist gezeigt worden, daß die Leitwertkurven eine
fu¨r die interne Vorspannung aufgestellte Koha¨renzbedingung erfu¨llen und auch hinsichtlich
ihres Temperaturverhaltens mit einer kritischen Temperatur TAB konsistent sind. Letzte-
re markiert die Grenze zwischen dem inkoha¨renten und koha¨renten Interferenzregime und
kann unter Verwendung des Abstands der Tunnelzentren bestimmt werden. Mittels einer
Kapazita¨tsabscha¨tzung fu¨r die gegenu¨berliegenden Randkana¨le kann zwar gezeigt werden,
daß die Wechselstrom-Messung des Leitwerts quasistatisch ist. Trotzdem tritt bei den nie-
derfrequenten Wechselspannungen eine ungekla¨rte Abweichung zur Koha¨renzbedingung fu¨r
Gleichspannungen auf.
Die AB-Oszillationen setzen sich aus lang- und kurzperiodischen Anteilen zusammen.
Wa¨hrend die kurzperiodischen Schwingungen in ihrer Frequenz der bekannten Formel nach
Aharonov und Bohm entsprechen, ist die Herkunft der gleichzeitig auftretenden langperiodi-
schen und irregula¨ren Leitwertfluktuationen bislang unklar gewesen [Yan05]. Sie werden in
dieser Arbeit darauf zuru¨ckgefu¨hrt, daß sich der von den Elektronentrajektorien eingeschlos-
sene magnetische Fluß nicht nur unmittelbar mit dem Magnetfeld, sondern auch mit der Lage
der interferierenden Randkana¨le a¨ndert. Deren Abstand wird durch die Landau-Bandstruktur
bestimmt, die eine Funktion der magnetischen Flußdichte, aber auch des vorherrschenden
Unordnungspotentials ist. Letzteres bestimmt im Zusammenspiel mit dem magnetischen Ein-
schlußpotential die Lage der Randkana¨le, weshalb sich die Phasendifferenz zwischen beiden
Teilwegen des AB-Interferometers bei einer Variation des Magnetfelds in irregula¨rer Weise
a¨ndert.
Aus dem Frequenzspektrum der kurzperiodischen Anteile der AB-Oszillationen lassen
sich die Absta¨nde der beteiligten Tunnelzentren bestimmen [Yan05]. Die Auswertung der
bei 3Helium-Temperaturen stark geda¨mpften Oszillationen geschieht in dieser Arbeit an
gegla¨tteten und differenzierten Leitwertkurven. Bandstrukturrechnungen zeigen dabei, daß
der Abstand der Randkana¨le weniger durch die Barrierendicke als vielmehr durch die Aus-
dehnung der zugeho¨rigen Wellenfunktionen bestimmt ist. Wa¨hrend die AB-Periodenla¨nge
bei mikrostrukturierten Interferometern konstant ist, gilt das nicht fu¨r die experimentel-
le Anordnung dieser Arbeit. Hier ist die Periodenla¨nge, wie eine entsprechend aufgestellte
Formel zeigt, na¨herungsweise proportional zur magnetischen Flußdichte. Fu¨r die Absta¨nde
der Tunnelzentren im koha¨renten Interferenzregime ergeben sich aus dem Frequenzspektrum
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Werte im Bereich (2,0± 0,2)µm. Daraus la¨ßt sich auf eine untere Grenze von LABΦ ≈ 4,4µm
fu¨r die Phasenkoha¨renzla¨nge schließen.
Bei kleinen Magnetfeldern bis etwa 0,8 T, noch bevor die regula¨ren Landau-Oszillationen
einsetzen, werden im Tunnelstrom Leitwertfluktuationen beobachtet, die wie die AB-
Oszillationen in hohem Maße reproduzierbar sind. Der Vergleich des Frequenzspektrums
mit Theoriewerten zeigt jedoch, daß die AB-Interferenz zwischen gegenu¨berliegenden Rand-
kana¨len als Ursache fu¨r diesen Effekt nicht in Frage kommt. Leitwertfluktuationen mit si-
gnifikanter Amplitude setzen mit steigender Elektronendichte bei zunehmend kleineren Ma-
gnetfeldern ein. Aus der kritischen Flußdichte folgt mit L<1TΦ ≈ 1,7µm eine a¨hnlich hohe
Phasenkoha¨renzla¨nge wie anhand des AB-Effekts abgescha¨tzt wird. Die getrennten Elektro-
nensysteme scheiden aufgrund ihrer hohen Zahl an transversalen Moden als alleiniges Ur-
sprungsgebiet der quasiperiodischen Leitwertoszillationen aus. Erst in Kombination mit der
Tunnelbarriere, die vom Meßstrom nicht gleichma¨ßig, sondern punktuell an den Tunnelzen-
tren durchdrungen wird, entsteht ein Mehrfachspalt-Interferometer, das aufgrund der lokal
verringerten Modenzahl das Auftreten von Leitwertfluktuationen ermo¨glicht.
Neben den verschiedenen Arten der kurzperiodischen Leitwertoszillationen sind in die-
ser Arbeit schwerpunktma¨ßig die langperiodischen Landau-Oszillationen analysiert worden.
In den hergestellten Proben liegt allgemein Spinentartung vor. Die Leitwertspitzen besitzen
jedoch als Folge einsetzender Spinaufspaltung an ihren Flanken eine Schulter, die mit stei-
gender Elektronendichte schon bei kleineren Magnetfeldern auftritt. Ferner erweisen sich die
Leitwertspitzen auf der Skala des Fu¨llfaktors als a¨quidistant, wodurch ein Teilergebnis der
Bandstrukturrechnungen besta¨tigt wird. Die Analyse der von Kang et al. publizierten Meßda-
ten ergibt ebenfalls a¨quidistante Leitwertspitzen, wobei deren Abstand ∆ν = 1,37 allerdings
nicht mit der zugrundeliegenden Landau-Bandstruktur in Einklang gebracht werden kann.
Aus Bandstrukturrechnungen fu¨r schwach gekoppelte Elektronensysteme wird ersichtlich,
daß sich die Dispersion bei einer Variation des Magnetfelds auf den Skalen des Fu¨llfaktors und
der Zyklotron-Energie nur geringfu¨gig a¨ndert. Fu¨r einen Magnetfeldanstieg von beispielsweise
B = 1,84 T auf 2,84 T vergro¨ßern sich die Bandlu¨cken um ∼0,003 ℏωc und werden dabei um
∼0,02 ℏωc angehoben. Die Bandlu¨cken ko¨nnen im Experiment aufgrund der starken Verbrei-
terung der Landau-Ba¨nder zwar nicht bezu¨glich ihrer Ausdehnung aufgelo¨st werden. Jedoch
ermo¨glicht es die variable Elektronendichte in den Proben dieser Arbeit, die Position der
Bandlu¨cken auf der Skala der Zyklotron-Energie in Abha¨ngigkeit des Magnetfelds zu verfol-
gen. Bei zunehmender, aber nicht zu großer Steuerspannung steigt die Position der Leitwert-
spitzen wie erwartet auf der Skala des Fu¨llfaktors an. Trotz des Dilemmas, daß die zugrunde
gelegten Elektronendichten auf einem Teilergebnis der zu besta¨tigenden Theorie basieren,
kann die Signifikanz der experimentellen Beobachtung durch eine sorgfa¨ltige Fehlerbetrach-
tung nachgewiesen werden. Fu¨r hohe Steuerspannungen nimmt die interne Vorspannung so
große Werte an, daß aufgrund des energetischen Versatzes zwischen beiden Elektronensy-
stemen die magnetfeldabha¨ngige Verschiebung der Leitwertspitzen kompensiert und in die
negative Richtung umgedreht wird.
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Abschließend diskutiert Kapitel 5 ausgewa¨hlte Aspekte der Probenherstellung. Bei der
Molekularstrahlepitaxie von GaAs ist das Auftreten von ovalen Defekten ein Pha¨nomen, das
nie vollsta¨ndig zu unterbinden ist. Das in der Literatur vorherrschende indifferente Bild zum
Entstehungsmechanismus dieser Defekte konnte im Rahmen einer Versuchsreihe zur Minimie-
rung der Defektdichte gescha¨rft werden. Als Folge von Galliumspritzern aus der Effusionszelle
entstehen Galliumtro¨pfchen auf der GaAs-Kristallscheibe, die eine lokal erho¨hte Wachstums-
rate bewirken. Entsprechend treten nicht nur ovale Defekte in rein kristalliner Qualita¨t auf,
sondern es sind als deren Vorstufe auch ovale Defekte mit einem amorphen Kern aus me-
tallischem Gallium zu beobachten. Die Galliumspritzer entstehen sehr wahrscheinlich durch
spontan zerplatzende Galliumtro¨pfchen auf der Tiegelo¨ffnung. Durch gezieltes Wegheizen
letzterer gelingt es, die Defektdichte auf bis zu 500 cm−2 zu verringern. Trotz des versta¨rkten
Ausgasens von Fremdatomen bei erho¨hten Temperaturen sind dabei Elektronenbeweglichkei-
ten von mindestens 6 · 106 cm2/Vs mo¨glich.
Bei der Probenherstellung wurden neben einer Optimierung von CEO-Initialritzen auch
Eichungen fu¨r die Siliziumdotierung und das Freia¨tzen des Ru¨ckkontakts durchgefu¨hrt. Eine
Wachstumsserie zur Eichung der Silizium-Dotierquelle hat ergeben, daß die an sich stabile und
wartungsfreie Sublimationsquelle wa¨hrend der ersten Monate im Betrieb der MBE-Anlage
ihre Charakteristik vera¨nderte. Nach Ausgleichsprozessen an den U¨berga¨ngen zwischen Fila-
ment und Stromanschlußklemmen hat sich eine reproduzierbare Dotierkonzentration einge-
stellt. Letztere kann mit hoher Genauigkeit durch eine semi-empirische Formel beschrieben
werden, die fu¨r den Materialfluß einer Sublimationsquelle in Abha¨ngigkeit des Heizstroms
aufgestellt worden ist. Bei Eichungen der A¨tzrate einer Phosphorsa¨ure-Wasserstoffperoxid-
Lo¨sung ist die Aktivierungsenergie bestimmt worden, um eine pra¨zise Extrapolation der A¨tz-
rate auf beliebige Prozeßtemperaturen zu ermo¨glichen. Von Interesse war ferner die Optimie-
rung der Qualita¨t des Initialritzes beim CEO-Prozeß. Wenn bei der Scha¨digung des gedu¨nn-
ten Waferstu¨cks bereits ein Initialspalt entsteht, dringt in diesen zwar Luftsauerstoff ein, der
Rest der Spaltfla¨che ist jedoch weiterhin oxidfrei und aufgrund der leichten Spaltbarkeit in
der Regel durchgehend atomar glatt.
Im Rahmen der vorliegenden Arbeit ist die Landau-Bandstruktur zweier lateral gekoppel-
ter Quanten-Hall-Systeme berechnet und fu¨r verschiedene Elektronendichten spektroskopiert
worden. Bei konsequenter Verwendung der Bandstruktur und der zugeho¨rigen Energieeigen-
funktionen – auch im Rahmen des Modells der Tunnelzentren – werden zahlreiche experimen-
telle Details verstanden, die sowohl grundsa¨tzlicher als auch probenspezifischer Natur sind.
Zur unabha¨ngigen Messung der Elektronendichte und -beweglichkeit ko¨nnte die Heterostruk-
tur ku¨nftig um weitere Kontakte erga¨nzt werden, die eine separate Charakterisierung der
gekoppelten Elektronensysteme ermo¨glichen. Als Weiterentwicklung der exakten Einteilchen-
Bandstrukturen bietet sich das Miteinbeziehen von Coulomb-Wechselwirkungen im Rahmen
einer Sto¨rungsrechnung an. Prinzipiell ko¨nnen die Bandstrukturrechnungen unmittelbar auch
auf komplexere Systeme wie etwa das einer Doppelbarriere ausgedehnt werden. Als Herausfor-
derung gilt es dabei das bestehende Lo¨sungsverfahren hinsichtlich der zusa¨tzlich auftretenden
Mischungsparameter zu erweitern.
Anhang A
Integrale mit Parabolischen
Zylinderfunktionen
An verschiedenen Stellen in dieser Arbeit treten Integrale auf, die Parabolische Zylinderfunk-
tionen (Abschnitt 1.3.2) enthalten. Es handelt sich dabei immer um einen quantenmechani-
schen Erwartungswert fu¨r die reellwertige Wellenfunktion (1.52):
〈
ϕnk|fˆ |ϕnk
〉
=
∫ +∞
−∞
ϕnk(x) fˆ ϕnk(x) dx. (A.1)
Dabei ist der Operator fˆ entweder die Identita¨t 1ˆ (→ Norm der Wellenfunktion) oder der
Ortsoperator xˆ (→ Aufenthaltsschwerpunkt). Wa¨hrend schon die numerische Auswertung
der Parabolischen Zylinderfunktionen sehr rechenintensiv ist, gilt das erst recht fu¨r bestimm-
te Integrale dieser Funktionen. Zu deren Berechnung mu¨ssen endliche Integrationsgrenzen1
festgesetzt werden, wobei es einen Kompromiß zu finden gilt: Einerseits leidet bei zu en-
gen Grenzen die Genauigkeit des Integralwertes, andererseits bereitet die Konvergenz von
Dν(±z) fu¨r zu große Argumente Schwierigkeiten (Abschnitt 1.3.2). Gegenu¨ber der numeri-
schen Approximation wa¨re die Verwendung einer Stammfunktion sowohl mit einem Zeit- als
auch Genauigkeitsgewinn verbunden.
In der einschla¨gigen Literatur2 finden sich ausschließlich bestimmte Integrale mit Parabo-
lischen Zylinderfunktionen. Da die Wellenfunktion in (A.1) jedoch abschnittsweise definiert ist
(Gl. 1.41), ist die Kenntnis der entsprechenden unbestimmten Integrale notwendig. Deshalb
wird in diesem Anhang eine allgemeine Methode [Isr06] zur Berechnung der Stammfunktion
von Dichtefunktionen der Form ϕnk(x) fˆ ϕnk(x) vorgestellt und auf den Erwartungswert des
Ortsoperators angewandt.
Zur Integration von Ausdru¨cken mit Parabolischen Zylinderfunktionen kann man auf die
Rekursionsformel (1.50a)
Dν+1(z) = zDν(z)− νDν−1(z) (A.2)
1Im physikalischen Erwartungswert geht der Integrand fu¨r |x| → ∞ gegen Null.
2Zum Beispiel [Whi27], [Erd53], [Abr65], [Mag66], [Jef72] und [Spa87].
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und die Ableitungsformel (1.51) zuru¨ckgreifen. Letztere la¨ßt sich unter Anwendung von (A.2)
auf zweierlei Weise schreiben:
D′ν(z) = νDν−1(z)−
z
2
Dν(z), (A.3a)
D′ν−1(z) =
z
2
Dν−1(z)−Dν(z). (A.3b)
Die allgemeine Lo¨sung der Weberschen Gleichung (1.44) ist durch
yν(z) = aDν(−z) + bDν(z). (A.4)
gegeben. In dem Erwartungswert (A.1) besteht der Integrand in der Regel aus rein und
gemischt quadratischen Termen Dν(z) und Dν(−z), die mit elementaren Funktionen als Ko-
effizienten versehen sind: z. B. D2ν(z) oder zDν(z)Dν(−z). Die zu integrierende Funktion
stellt also eine quadratische Form dar. Aus den Ableitungsformeln (A.3) folgt, daß fu¨r die
Stammfunktion ebenfalls eine quadratische Form anzusetzen ist, wobei zusa¨tzlich Terme mit
Parabolischen Zylinderfunktionen vom Grad (ν − 1) enthalten sein mu¨ssen [Isr06]. Wenn
man f1 ≡ Dν(z), f2 ≡ Dν−1(z), f3 ≡ Dν(−z) und f4 ≡ Dν−1(−z) definiert, lautet die
Stammfunktion in allgemeiner Form
Q(z) =
∑
i≤j
Aij(z) fi(z) fj(z). (A.5)
Sie entha¨lt zehn Koeffizientenfunktionen Aij(z), die es zu bestimmen gilt. Der Differential-
quotient von Q(z) kann, wie anhand der Produktregel und den Ableitungsformeln (A.3) zu
erkennen ist, durch dieselbe quadratische Form, jedoch mit anderen Koeffizientenfunktionen
dargestellt werden:
Q′(z) =
∑
i≤j
aij(z) fi(z) fj(z). (A.6)
Die zehn Koeffizientenfunktionen aij(z) lassen sich durch Vergleich von Q(z) und Q
′(z) in
Abha¨ngigkeit von A′ij(z) und Aij(z) ausdru¨cken. Solchermaßen erha¨lt man ein lineares, in-
homogenes System von zehn gewo¨hnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung:
A′ij(z) = aij(z) +
∑
l≤m
kijlm(ν, z)Alm(z) (1 ≤ i ≤ j ≤ 4). (A.7)
Wenn der Integrand durch den Ansatz Q′(z) dargestellt werden kann, ist das Auffinden einer
Stammfunktion gleichbedeutend mit dem Lo¨sen dieses Differentialgleichungssystems. Da die
Koeffizienten kijlm(ν, z) von der freien Variablen z abha¨ngen, gibt es fu¨r diese Aufgabe kein
einfaches und allgemeingu¨ltiges Rezept [Ja¨n90]. Wa¨hrend Computer-Algebrasysteme in der
Regel schon an der Integration der einfachsten Ausdru¨cke mit Parabolischen Zylinderfunktio-
nen, na¨mlich den Ableitungsformeln (A.3) scheitern, verfu¨gen sie jedoch gegebenenfalls u¨ber
ma¨chtige Werkzeuge zum Lo¨sen von Differentialgleichungssystemen.
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Abb. A.1. Die Funktion zD2ν(z) und ihre
Stammfunktionen. Die durchgezogene Li-
nie stellt die Stammfunktion mit den Ko-
effizientenfunktionen (A.9) dar. Alle ande-
ren Stammfunktionen, die als Lo¨sung von
(A.8) erhalten werden, weisen bei z = 0 ei-
ne Stufe auf, sind aber stetig differenzier-
bar. Sie werden durch die grau-gestrichelte
Linie repra¨sentiert.
Aufenthaltsschwerpunkt
Wenn die Stammfunktion von zy2ν(z) = a
2zD2ν(−z) + 2abzDν(−z)Dν(z) + b2zDν(z) gebildet
werden soll (Gl. A.4), ko¨nnen die einzelnen Terme entweder gemeinsam durch (A.6) darge-
stellt oder auch jeder fu¨r sich integriert werden. Letzteres wird im folgenden exemplarisch
fu¨r die Komponente mit zD2ν(z) durchgefu¨hrt. Mit dieser Beschra¨nkung reduziert sich das
Differentialgleichungssystem (A.7) aufA
′
11(z)
A′12(z)
A′22(z)
 =
 z 1 0−2ν 0 2
0 −ν −z

A11(z)A12(z)
A22(z)
+
a11(z)a12(z)
a22(z)
 . (A.8)
Wegen Q′(z) = zD2ν(z) ist dabei a11(z) = z und a12(z) = a22(z) = 0 zu setzen. Die allge-
meine Lo¨sung von (A.8) besteht aus der Summe des dreidimensionalen Lo¨sungsraums des
homogenen Systems (a11(z) = a12(z) = a22(z) = 0) und einer speziellen Lo¨sungen des in-
homogenen Systems [Ja¨n90]. Das Mathematikprogramm Maple liefert fu¨r A11(z), A12(z),
A22(z) jeweils einen Ausdruck, der aus den Whittaker-Funktionen
3 Mν;µ(z) und Wν;µ(z) be-
steht, wobei auf eine Wiedergabe der umfangreichen Lo¨sungen hier verzichtet wird. Alle drei
Koeffizientenfunktionen enthalten Skalare C1, C2 und C3, mit denen der dreidimensionale
Lo¨sungsraum aufgespannt wird. Die Vielfa¨ltigkeit des Lo¨sungsraums wird erst durch Einset-
zen in den Ansatz Q(z) fu¨r die Stammfunktion (teilweise) aufgehoben (Abb. A.1). Durch
Setzen von C1 = C2 = C3 = 0 ergeben sich elementare Funktionen:
A11(z) = −1− 2ν; A12(z) = 2νz; A22(z) = −2ν2. (A.9)
Fu¨r alle anderen Werte von Ci erha¨lt man fu¨r Q(z) eine Funktion, die fu¨r z < 0 parallel-
verschoben ist. Der Grund fu¨r das Auftreten dieser unstetigen Lo¨sung ist unklar, zumindest
handelt es sich um eine stetig differenzierbare Funktion, deren Ableitung zD2ν(z) ergibt.
Zur Lo¨sung des Integrals von zy2ν(z) sind zusa¨tzlich die Stammfunktionen von zD
2
ν(−z)
und zDν(−z)Dν(z) zu bestimmen. Wa¨hrend erstere sich unmittelbar aus (A.9) ergibt, muß
3Die Whittaker-Funktionen sind mit den Parabolischen Zylinderfunktionen eng verwandt. Es gilt Dν(z) =
2
1
2
ν+ 1
4 z−
1
2W 1
2
ν+ 1
4
;− 1
4
( 1
2
z2). Fu¨r Mν;µ(z) existiert ein a¨hnlicher Ausdruck. [Whi27]
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fu¨r zweitere abermals ein Differentialgleichungssystem in der Form von (A.7) gelo¨st werden.
Zusammengefaßt erha¨lt man
Yν(z) =
∫
zy2ν(z) dz
(A.4)
=
∫
z
[
aDν(−z) + bDν(z)
]2
dz =[
(−1− 2ν)D2ν(−z)− 2νzDν(−z)Dν−1(−z)− 2ν2D2ν−1(−z)
]
a2 +
+ 2
[
(−1− 2ν)Dν(−z)Dν(z)− νzDν−1(−z)Dν(z) +
+ νzDν(−z)Dν−1(z) + 2ν2Dν−1(−z)Dν−1(z)
]
ab+
+
[
(−1− 2ν)D2ν(z) + 2νzDν(z)Dν−1(z)− 2ν2D2ν−1(z)
]
b2 + C
(A.10)
Dieser Ausdruck entha¨lt nun alle zehn Terme aus dem Ansatz (A.5).
Norm der Wellenfunktion
Zur Bestimmung der Norm der abschnittsweise definierten Wellenfunktionen (1.41) ist die
Kenntnis des unbestimmten Integrals von
∫
y2ν(z) dz erforderlich. Fu¨r den Term D
2
ν(z) muß
dabei das Differentialgleichungssystem (A.8) fu¨r a11(z) = 1 und a12(z) = a22(z) = 0 gelo¨st
werden. Es konnten jedoch mit Hilfe von Maple nur solche Lo¨sungen gefunden werden, die
selbst auf anderen unbestimmten Integralen beruhen. An dieser Stelle muß deshalb auf einen
Ausdruck fu¨r
∫
y2ν(z) dz verzichtet werden.
4 Der Vollsta¨ndigkeit halber wird darauf hingewie-
sen, daß die Ordnung ν des Integranden mit der Rekursionsformel5 [Isr06]∫
D2ν(z) dz = −Dν−1(z)Dν(z) + ν
∫
D2ν−1(z) dz (A.11)
auf (ν − 1) reduziert werden kann. Von praktischem Nutzen ist diese Beziehung allerdings
nur bei ganzzahligem ν, wenn ein Integral der quadrierten Hermiteschen Funktion (1.48) auf
einfachere Ausdru¨cke zuru¨ckgefu¨hrt wird.
4Es ist sehr wahrscheinlich, daß das Integral
R
D2ν(z) dz weder durch Parabolische Zylinderfunktionen noch
durch andere spezielle Funktionen in einfacher Weise dargestellt werden kann. Zu demselben Fazit gelangt
man bei dem Versuch, eine Stammfunktion fu¨r Dν(z) zu finden. Hier scheitert sowohl der Ansatz einer linea-
ren Form
R
Dν(z) dz = A(z)Dν(z) + B(z)Dν−1(z) als auch der Ru¨ckgriff auf die Literatur. Wenn zwischen
dem Ergebnis einer Transformation zur Kummer-Funktion U(a, c, z) mit angeschlossener partieller Integration
(z2/2 = x) und den unbestimmten Integralen fu¨r Ausdru¨cke mit U(a, c, z) ein Vergleich unter Beru¨cksichti-
gung von Multiplikationstheoremen fu¨r U(a, c, 1
2
z) [Mag66] gezogen wird, zeigt sich na¨mlich, daß sich die
Stammfunktion von Dν(z) ho¨chstens als eine Reihe darstellen la¨ßt.
5Beweis durch Ableitung und Anwendung von (A.3).
Anhang B
Elektronenimpuls
Der Kristallimpuls ℏk eines Elektrons stimmt im allgemeinen nicht mit dessen Teilchenim-
puls m∗v u¨berein. Bei letzterem handelt es sich um diejenige Gro¨ße, die in die eingeht. Sie ist
durch die Gruppengeschwindigkeit eines Wellenpakets gegeben, das sich aus Wellenfunktionen
von Zusta¨nden in einer kleinen Umgebung von k zusammensetzt: ψ =
∫
f(k′)ψnk′(x, y) dk
′
[Mes91]. Fu¨r ein Elektron im Zustand ψnk sind der Erwartungswert des quantenmechani-
schen Geschwindigkeitsoperators vˆ und die Gruppengeschwindigkeit v = 1
ℏ
∇kEnk identisch
[Kop02]. In diesem Anhang wird u¨berpru¨ft, ob diese Aussage auch dann noch gilt, wenn das
Magnetfeld nicht als a¨ußere Kraftquelle betrachtet wird, sondern wenn seine Wirkung bereits
in der Dispersion, na¨mlich der Landau-Bandstruktur, enthalten ist. Als erster Schritt und
in Erga¨nzung zu Abschnitt 1.2.3 wird zuna¨chst der Erwartungswert 〈vˆ〉 berechnet und im
Rahmen einer semiklassischen Betrachtung diskutiert.
In der klassischen Mechanik ist der generalisierte Impuls (auch: verallgemeinerter Teil-
chenimpuls) eines Kristallelektrons im elektrischen und magnetischen Feld durch
p =
∂L
∂v
= m∗v − eA (B.1)
gegeben, wobei L = 12m
∗v2 − evA − V die Lagrange-Funktion des Einteilchensystems ist
[Mes91]. Bei der Aufstellung der Schro¨dinger-Gleichung wird die Hamilton-Funktion H =
v ∂L∂v−L durch die Korrespondenzvorschrift p→ pˆ = −iℏ∇ zum Hamilton-Operator (Gl. 1.16)
Hˆ(r) =
1
2m∗
(pˆ + eA)2 + V (r). (B.2)
Der Operator des Teilchenimpulses m∗vˆ entha¨lt die Ableitung des Ortsoperators: vˆ = ˆ˙r.
Allgemein gilt fu¨r die totale Ableitung eines Operators fˆ nach der Zeit [Lan74a]
ˆ˙
f =
∂̂f
∂t
+
i
ℏ
[Hˆ, fˆ ]. (B.3)
Die Anwendung auf den Ortsoperator, der nicht explizit von der Zeit abha¨ngt, ergibt mit
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einfacher Kommutatoralgebra
vˆ =
i
ℏ
[Hˆ, r] =
1
m∗
(pˆ + eA) . (B.4)
Dieser Ausdruck ist mit der klassischen Beziehung (B.1) fu¨r den Teilchen- bzw. generalisierten
Impuls formal identisch.
Die Berechnung des Erwartungswerts von (B.4) wird im folgenden unter den Vorausset-
zungen des Kapitels 1 durchgefu¨hrt, also fu¨r ein 2D-Elektron im senkrechten Magnetfeld und
in einem elektrostatischen Potential, das in y-Richtung invariant ist. Die Wellenfunktion ist
in diesem Fall durch
ψnk(x, y) =
1√
Ly
eikyϕnk(x) (B.5)
gegeben (Gl. 1.21), wobei die Funktion ϕnk(x) als reellwertig und normiert vorausgesetzt
werden kann. Fu¨r den Erwartungswert von m∗vˆ gilt1
〈m∗vˆ〉 = 〈ψ|m∗vˆ|ψ〉 = ℏ
i
〈ψ|∇|ψ〉+ e〈ψ|A|ψ〉. (B.6)
Dieser Ausdruck wird im folgenden komponentenweise fu¨r die Landau-Eichung A = (0, xB,0)
(Gl. 1.17) ausgewertet. Dabei bleibt die zum Magnetfeld parallel verlaufende z-Koordinate
unbeachtet.
Die Impulskomponente in Richtung des Potentialgradienten la¨ßt sich schreiben als
〈m∗vˆx〉 = ℏ
i
〈ψ|∂x|ψ〉+ e〈ψ|0|ψ〉 = ℏ
i
〈ϕ|∂x|ϕ〉
=
ℏ
i
∫ +∞
−∞
ϕnk(x)
∂
∂x
ϕnk(x) dx
=
ℏ
2i
∫ +∞
−∞
∂
∂x
ϕ2nk(x) dx =
ℏ
2i
ϕ2nk(x)
∣∣∣+∞
−∞
= 0. (B.7)
Das Ergebnis ist insofern nicht u¨berraschend, als es sich bei ϕnk(x) um einen im magnetischen
Einschlußpotential (1.29) gebundenen Zustand handelt, dessen Impuls im Mittel verschwin-
det.
Fu¨r die y-Komponente des Teilchenimpulses findet man unter Verwendung der Defini-
tionen des Leitzentrums X ≡ −kℓ2 und der dimensionslosen Ortsvariablen ξ ≡ (x − X)/ℓ
〈m∗vˆy〉 = ℏ
i
〈ψ|∂y|ψ〉+ e〈ψ|xB|ψ〉
=
ℏ
i
〈ϕ|L−1y e−iky∂yeiky|ϕ〉+ eB〈ϕ|x|ϕ〉
= ℏk + eB〈x〉 (B.8a)
=
ℏ
ℓ
〈x〉 −X
ℓ
=
ℏ
ℓ
〈ξ〉. (B.8b)
1Der Erwartungswert fu¨r den Operator fˆ ist durch das Integral 〈ψ|fˆ |ψ〉 = R Ly
0
dy
R +∞
−∞
dxψ∗(x, y)fˆψ(x, y)
gegeben.
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Abb. B.1. Berechnung des Teilchenimpul-
ses mit zwei verschiedenen Ansa¨tzen. (a) Zu-
grundeliegendes Landau-Band mit System-
parametern aus Abb. 2.5. (b) Elektronen-
impuls. Durchgezogene Linie: Wert des Inte-
grals (B.8b). Kreise: Numerische Ableitung
der Bandstruktur aus (a) gema¨ß (B.9). Im
Gegensatz zu (B.8b) ha¨ngt hier die Genauig-
keit der Gro¨ße m∗vy vom Rastermaß ∆X ab,
mit dem die Dispersion εnk bestimmt wurde.
Ohne Magnetfeld sind fu¨r ein quasifreies Elektron die Erwartungswerte des Teilchenimpulses
und des generalisierten Impulses identisch: 〈m∗vˆ〉 = 〈pˆ〉 = ℏk. Gleichung (B.8a) beinhaltet
die Korrektur fu¨r ein endliches Magnetfeld und repra¨sentiert zugleich den Kristallimpuls-
Erhaltungssatz. In Abschnitt 1.2.4 wurde am Beispielsystem zweier benachbarter Quanten-
dra¨hte gesehen, daß ein Elektron, welches aus dem linken in den rechten Quantendraht tun-
nelt (Abb. 1.3), in positiver y-Richtung einen zusa¨tzlichen Impuls eB∆X erha¨lt. Dieselbe
Impulsa¨nderung ergibt sich fu¨r konstantes ℏk auch aus (B.8a), wenn in diese Formel die
Verschiebung ∆X des Aufenthaltsschwerpunkts 〈x〉 eingesetzt wird.
Gerade wie die magnetische La¨nge eine natu¨rliche Einheit darstellt, um die Ausdehnung
der Wellenfunktion mit kleinen Zahlen in der Gro¨ßenordnung des Bandindex n anzugeben,
so folgt aus (B.8b), daß der Impuls in y-Richtung von der Gro¨ßenordnung ℏ/ℓ ist. In Ab-
schnitt 1.2.3 wurde festgestellt, daß der Schwerpunkt von Volumenzusta¨nden mit dem Leit-
zentrum zusammenfa¨llt. Fu¨r diese Zusta¨nde ergibt sich aus (B.8b) ein in y-Richtung ver-
schwindender Impuls. Im semiklassischen Bild korrespondiert der Volumenzustand zu einem
Elektron, welches in einem Bereich konstanten Potentials eine geschlossene Kreisbahn be-
schreibt und folglich lokalisiert ist (m∗v = 0).
In Bereichen mit Potentialvariationen entlang der x-Richtung weicht die Lo¨sung der
Schro¨dinger-Gleichung vom harmonischen Oszillator ab und die Positionen des Leitzen-
trums X und des Aufenthaltsschwerpunkts 〈x〉 stimmen nicht mehr u¨berein. Ihr Abstand
ist laut (B.8b) proportional zum Teilchenimpuls in y-Richtung. Wenn die Variation des Po-
tentials in der Potentialstufe eines Heterou¨bergangs besteht, entspricht dem Randzustand mit
endlichem Impuls im semiklassischen Bild ein Elektron, das an der Potentialwand wiederholt
reflektiert wird. Seine Trajektorie setzt sich aus Kreisbo¨gen zusammen, deren Mittelpunkte
sich innerhalb des Potentialwalls befinden. Folglich liegen die Orbitzentren außerhalb des Auf-
enthaltsbereichs des Elektrons, woraus 〈x〉−X 6= 0 und damit eben der von Null verschiedene
Impuls in y-Richtung folgt. Je gro¨ßer dieser Abstand wird, desto mehr dominiert in der Elek-
tronenbahn, d. h. in den skipping orbits, der Richtungsanteil parallel zur Potentialwand und
entsprechend nimmt m∗vy zu. Mit ku¨rzer werdenden Kreisbo¨gen steigt zudem die Frequenz
der oszillatorischen Bewegung an. Sie ist insbesondere immer ho¨her als fu¨r ein Elektron im
Probenvolumen, das Vollkreise mit der Frequenz ωc ausfu¨hrt (Gl. 1.7). Bereits aus dieser ein-
fachen Betrachtung folgt also, daß Randzusta¨nde eine ho¨here Energie als Volumenzusta¨nde
aufweisen.
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Abschließend wird unter Beru¨cksichtigung der Ergebnisse von Abb. B.1 der als Erwar-
tungswert einer Messung bestimmte Impuls (B.8) mit der Gruppengeschwindigkeit verglichen,
die sich aus der Ableitung der Energiedispersion ergibt. Beide sind – zumindest bei verschwin-
dendem Magnetfeld – laut [Kop02] identisch. Fu¨r die mit der effektiven Masse multiplizierte
Gruppengeschwindigkeit gilt
m∗vy =
m∗
ℏ
∂Enk
∂k
=
m∗
ℏ
∂EnX
∂X
∂X
∂k
= −ℓ
2m∗
ℏ
∂
(
ℏωc εnX +
1
2
)
∂X
= −ℏ∂εnX
∂X
= −ℏ
ℓ
∂εnX′
∂X ′
. (B.9)
Dabei wurde das dimensionslose Leitzentrum X ′ ≡ X/ℓ eingefu¨hrt. Aus Abb. B.1 folgt –
jedenfalls fu¨r das Beispielsystem einer Potentialstufe – die Identita¨t von (B.8b) und (B.9):
∂εnX′
∂X ′
= −〈ξ〉. (B.10)
Der Teilchenimpuls kann also auch in Gegenwart eines Magnetfelds wahlweise aus der Di-
spersion oder der Wellenfunktion bestimmt werden. Im abschnittsweise konstanten Potential
ist ϕnk(x) durch (1.41) und (1.53) gegeben. In den einzelnen Intervallen la¨ßt sich die Wellen-
funktion also durch die Parabolischen Zylinderfunktionen Dεnk−vi(−ξ
√
2) und Dεnk−vi(ξ
√
2)
darstellen. Mit Hilfe der Stammfunktion (A.10),∫
z2
[
aDν(−z) + bDν(z)
]2
dz = Yν(z), (B.11)
kann der Erwartungswert des Ortsoperators im i-ten Intervall als
〈ξ〉i = γi
∫ ξi
ξi−1
ϕ
(i)
nk(ξ) ξ ϕ
(i)
nk(ξ) dξ =
γi
2
[
Yεnk−vi(ξi
√
2)− Yεnk−vi(ξi−1
√
2)
]
(B.12)
geschrieben werden, wenn a = 1 und b = β
(i)
nk in (B.11) und Yν(z) gesetzt wird.
Anhang C
3Helium-System
Strahlenschild
Probenstab  aØ 8 mm
(innenliegend: 20 × twisted pair)
Probenrohr iØ 25,20 mm
Außenrohr aØ 39,60 mm
³He
UHV
Abpumprohr   He iØ 3,40 mm4
Kupfernes Zwischenstück
im Probenstab zur 
Aufnahme einer Platine
Eingelötete
Strömungs−
impedanz
16−poliger Probensockel
Indiumgedichteter Übergang
zum   He−Bad4
Zuführung L He iØ 1 mm4
Flansch zum
Badkryostaten
L³He
Sicherheits−
ventil (0,3 bar)
KF25 Pumpstutzen 
Isolationsvakuum 
mit Ventil
KF40 6er−Kreuz für elektrische
Durchführungen und ³He−Pumpstand
³He
UHV
He4
KF25 Pumpstutzen   He
mit Manometer und Über−
druckventil (0,5 bar)
4
1K−Stufe
Kupfernes Zwischenstück
im Probenrohr
Stützring mit Aussparung
Gedrehtes Kupferrohr
(hart aufgelötet) 
aØ 33,20 mm
UHV
Strömungs−
impedanz
20
 cm
Weichlotverbindung
(lösbar)
Material Rohre:
Kapillarrohre:
1.4571
1.4301
Kapillare mit Draht
(Z = 1,5 · 10   cm   )10 −3
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